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Algorytmy sa jednym z fundamentéw programowania. Prawidtowo zaprojektowany
algorytm jest podstawa efektywnego i niezawodnego programu. Opisanie problemu
W postaci algorytmu nie jest prostym zadaniem — wymaga wiedzy z zakresu
matematyki, umiejetnosci oceny ztozonosci obliczeniowej i znajomosci zasad
optymalizacji obliczen. Istnieje wiele metod projektowania algorytmow.

Znajomos¢ tych metod znacznie utatwia analize zagadnienia i przedstawienie go

w postaci zalgorytmizowanej.

Ksiazka ,Podstawy algorytmow z przyktadami w C++” to kompletny podrecznik
poswiecony tym witasnie zagadnieniom. Przedstawia sposoby podejscia

do rozwigzywania zagadnien projektowych, udowadnia, ze sporo z nich mozna
zrealizowac réznymi metodami, a takze uczy, jak dobra¢ wtasciwg metode

do postawionego problemu. Materiat podzielony jest na wykfady, zilustrowane
pseudokodem przypominajacym jezyk C++, co bardzo utatwia zastosowanie
poznanej wiedzy w praktyce.

» Wprowadzenie do projektowania algorytmow

e Zastosowanie techniki dziel i zwyciezaj

e Algorytmy programowania dynamicznego

* Analiza ztozonosci obliczeniowej algorytméw na przyktadzie
Igorytméw sortowania i przeszukiwania

o Algorytmy z zakresu teorii liczb

e Algorytmy kompresji danych i kryptografii

* Programowanie réwnolegte

Wyktady poswiecone algorytmom sa uzupetnione dodatkami, zawierajacymi

kompendium niezbednej wiedzy z dziedziny matematyki, technik rekurencyjnych
i algebry zbiorow.

~Podstawy algorytméw z przyktadami w C++” to doskonaty podrecznik dla uczniéw,
studentow i wszystkich, ktdrzy chca poznaé te dziedzing wiedzy.
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Leonardo Fibonacci konstruujgey swoj cigg zgodnie
_ Zpodejsciem wstepujgeym
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Rozdziat 3.
Programowanie

dynamiczne

Jak zapewne Czytelnik pamigta, liczba sktadnikoéw obliczanych przez algorytm
typu dziel i zwyciezaj w celu okreslenia n-tego wyrazu ciagu Fibonacciego (algo-
rytm 1.6) jest wyktadnicza w stosunku do n. Wynika to z faktu, ze podejscie typu
dziel i zwyciezaj rozwiazuje realizacj¢ problemu poprzez jej podzial na mniejsze
realizacje, a nastgpnie bezposrednie rozwigzywanie owych mniejszych realizacji. Jak
stwierdzono w rozdziale 2., jest to podejscie zstgpujace. Sprawdza si¢ ono w przy-
padku probleméw w rodzaju sortowania przez scalanie, gdzie mniejsze instancje nie
sq ze soba powiazane. Dzieje si¢ tak, poniewaz kazda z nich sktada si¢ z tablicy
kluczy, ktdre musza zosta¢ posortowane niezaleznie. Jednakze w przypadku pro-
blemoéw takich, jak n-ty wyraz ciagu Fibonacciego, mniejsze instancje sa ze soba
powiazane. Przyktadowo, zgodnie z tym, co przedstawiono w podrozdziale 1.2,
obliczenie piatego wyrazu ciagu Fibonacciego wymaga obliczenia wyrazu trze-
ciego i czwartego. Jednak procesy okreslania czwartego i trzeciego wyrazu sg ze
sobg zwigzane o tyle, ze oba wymagaja znajomosci wyrazu drugiego. Ze wzgledu
na fakt, ze algorytm typu dziel i zwyciezaj wykonuje oba procesy niezaleznie, drugi
wyraz ciagu Fibonacciego jest obliczany wielokrotnie. W przypadku probleméw,
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w ktérych mniejsze realizacje sa ze soba powiazane, czgsto okazuje sig, ze algo-
rytm typu dziel i zwycigzaj wielokrotnie rozwigzuje te same realizacje i w efekcie
jest on bardzo niewydajny.

Programowanie dynamiczne (ang. dynamic programming), technika omawiana
w niniejszym rozdziale, opiera si¢ na przyjeciu odwrotnego podejscia. Progra-
mowanie dynamiczne jest podobne do podejscia typu dziel i zwyciezaj o tyle, ze
realizacja problemu zostaje podzielona na mniejsze realizacje. Jednak tym razem
najpierw sa rozwiazywane male realizacje, a ich wyniki zostaja przechowane; p6z-
niej, kiedy zajdzie taka potrzeba, algorytm moze si¢ do nich bezposrednio odwoty-
waé, zamiast oblicza¢ je ponownie. Pojecie programowanie dynamiczne wywo-
dzi si¢ z teorii sterowania i w tym kontekscie programowanie oznacza uzycie
tablicy (tabeli), w ramach ktdrej jest konstruowane rozwiazanie. Jak wspomniano
w rozdziale 1., wydajny algorytm (algorytm 1.7) obliczania n-tego wyrazu ciagu
Fibonacciego jest przyktadem programowania dynamicznego. Algorytm ten okresla
n-ty wyraz ciagu Fibonacciego poprzez konstruowanie po kolei pierwszych n+1
wyrazéw w tablicy findeksowanej od 0 do n. W przypadku algorytmu programowa-
nia dynamicznego konstruujemy rozwiazanie ,,od dotu” tablicy (lub ciagu tablic).
Programowanie dynamiczne stanowi wiec podejscie wstepujgce (ang. bottom-up).
Niekiedy, jak w przypadku algorytmu 1.7, po opracowaniu algorytmu wykorzy-
stujacego tablice (lub ciag tablic) istnieje mozliwos¢ ulepszenia go, tak aby zwolni¢
wiele niepotrzebnie przydzielonej przestrzeni pamigciowe;.

Opracowanie algorytmu programowania dynamicznego polega na wykonaniu na-
stepujacych dziatan:
1. Okreslamy wlasciwos¢ rekurencyjna, ktora pozwala znalez¢ rozwiazanie
realizacji problemu.

2. Rozwiazujemy realizacj¢ problemu zgodnie z podejsciem wstepujacym,
najpierw rozwigzujac mniejsze realizacje.

W celu zilustrowania tych dziatan w podrozdziale 3.1 przedstawiono kolejny prosty
przyktad programowania dynamicznego. W pozostatych podrozdziatach przedsta-
wiono bardziej zaawansowane przyktady wykorzystania tego typu programowania.

3.1. Wspotczynnik dwumianowy

Wspolezynnik dwumianowy (ang. binomial coefficient), ktéry omoéwiono w pod-
rozdziale A.7 w dodatku A, jest pokreslony zaleznoScia:

n n!
=—— dla0<k<n
k) kl(n-k)!

Dla wartosci # i k, ktore nie sa male, nie mozemy obliczy¢ wspdtczynnika dwu-
mianowego bezposrednio z tej definicji, poniewaz wartos¢ n! jest bardzo duza
nawet dla Srednich wartosci n. W ¢wiczeniach zostanie wykazane, ze:
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" n-1 . n—1 0<k
<k<n
[k] =lk-1 k 3.1
1 k=01lub k=n
Mozemy wyeliminowac koniecznos¢ obliczania wyrazenia n! lub k!, wykorzy-

stujac wlasciwos¢ rekurencyjna. Sugeruje to zdefiniowanie ponizszego algoryt-
mu typu dziel i zwyciezayj.

Algorytm 3.1.

Obliczanie wspoétczynnika dwumianowego przy uzyciu podejScia
typu dziel i zwyciezaj

Problem: oblicz wspotczynnik dwumianowy.
Dane wejSciowe: nicujemne liczby catkowite » i k, gdzie k < n.

. . n
Dane wyjsciowe: bin — warto$¢ wspotczynnika dwumianowego (kj .

int bin (int n, int k)

if (k=0 1|] n=k

return 1;

else

return bin(n - 1, k - 1)+bin(n-1, k);

Podobnie jak w przypadku algorytmu 1.6 (n-ty wyraz ciagu Fibonacciego) algo-
rytm ten jest bardzo niewydajny. W ¢wiczeniach Czytelnik zostanie poproszony
o wykazanie, ze algorytm oblicza
n
2 |-1
k

wyrazéw w celu obliczenia wartosci (kJ . Problem polega na tym, Ze te same re-

alizacje sa rozwigzywane w kazdym wywotaniu rekurencyjnym. Przyktadowo
wywotania bin(n—1, k—1) oraz bin(n—1, k) wiaza si¢ z obliczeniem wartosci
bin(n-2, k—1) i realizacja ta jest rozwiazywana niezaleznie w kazdym wywotaniu.
Jak wspomniano w podrozdziale 2.8, podejscie typu dziel i zwyciezaj nigdy nie
jest wydajne, kiedy realizacja jest dzielona na dwie mniejsze realizacje, ktorych
rozmiar jest zblizony do rozmiaru oryginalnej realizacji.

Ponizej opracujemy bardziej wydajny algorytm, wykorzystujacy programowanie
dynamiczne. W rownaniu 3.1 okresliliSmy juz wiasciwos¢ rekurencyjna. Wyko-
rzystamy ja do skonstruowania rozwiazania wykorzystujacego tablicg B, gdzie

i
BJi][j] bedzie zawieraé¢ wartos¢ ( J Ponizej opisano kolejne etapy tworzenia algo-
J

rytmu, opartego na programowaniu dynamicznym.
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Rysunek 3.1.

Tablica B, uzywana

do obliczenia
wspolczynnika
dwumianowego

Przyktad 3.1.

1. Okreslamy wtasciwos¢ rekurencyjna. Dokonalismy juz tego w rownaniu
3.1. Zapisujac je w kontekscie uzycia tablicy B otrzymujemy:

o BUENL =1+ BlE-1[j]  0<j<i
Bli][j]1= . .
1 j=01lub j=i
2. Rozwiazujemy realizacje¢ problemu w porzadku wstepujqacym, rozpoczynajac
od pierwszego wiersza i wyliczajac po kolei wartosci w wierszach tablicy B.

Na rysunku 3.1 zilustrowano przebieg etapu 2. (Czytelnik powinien rozpoznad
w przedstawionej tablicy trojkat Pascala). Kazdy nastepny wiersz jest wyliczany
na podstawie warto$ci wiersza poprzedzajacego przy uzyciu wilasciwosci reku-

n
rencyjnej, okreslonej w etapie 1. Ostatnia obliczana wartos¢, B[n][k] to (kJ

Przyktad 3.1 stanowi odzwierciedlenie tych dzialan. Nalezy zauwazy¢, ze sa
w nim obliczane tylko dwie pierwsze kolumny. Wynika to z faktu, ze k = 2 i,
ogolnie rzecz biorac, musimy obliczy¢ wartosci w kazdym wierszu tylko do k-tej
kolumny. W przyktadzie 3.1 obliczono wartos¢ B[0][0], poniewaz wspotczynnik
dwumianowy jest zdefiniowany dla » = k = 0. Stad algorytm wykonuje ten etap,
nawet jesli wartosc nie jest wykorzystywana w dalszych obliczeniach.

01 2 3 4 j k
01

111 1

211 2 1

3 (1 3 3 1

411 4 6 4 1

Bli-110-11 Bli-11[/]

!

i Bl

4
Obliczamy wartos¢ B[4][2] = (2) .

Obliczamy wiersz 0.: {Etap ten jest wykonywany wytacznie w celu
doktadnego odwzorowania algorytmu}.
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{Wartos$¢ B[0][0] nie jest potrzebna w dalszych

obliczeniach}.
B[0][0] =1
Obliczamy wiersz 1.: B[1][0]=1
B[1][1]1=1
Obliczamy wiersz 2.: B[2][0]=1
B[2][1]=B[1][0]+B[1][1]=1+1=2
B[2][2] =1
Obliczamy wiersz 3.: B[3][0]=1

0]
B[31[1] = B[2][0]+B[2][1] = 1+2 =3
B[3][2] = B[2][1]+B[2][2] = 2+1 = 3

Obliczamy wiersz 4.: B[4][0] =1
B[4][1] = B[3][0]+B[3][1]=1+3 =4
B[4][2] = B[3][1]+B[3][2] =3+3 =6

W przyktadzie 3.1 obliczalismy po kolei coraz wigksze wartosci wspdlczynnika
dwumianowego. W kazdym przebiegu wartosci potrzebne do wykonania biezacych
dziatan byly juz obliczone i zachowane. Procedura ta ma fundamentalne znaczenie
dla programowania dynamicznego. Ponizszy algorytm stanowi implementacj¢ opisa-
nego podejscia do obliczania wspotczynnika dwumianowego.

Algorytm 3.2. Obliczanie wspoétczynnika dwumianowego przy uzyciu programowania
dynamicznego

Problem: oblicz wspotczynnik dwumianowy.

Dane wejSciowe: nieujemne liczby catkowite i k, gdzie k < n.
n
Dane wyjsciowe: bin2 — warto$¢ wspdtczynnika dwumianowego (kj .

int bin2 (int n, int k)
{

index 7, J;

int B[0..n][0. .k71;

for (i =0; 7 <=n; i++)
for (j = 0; J <= minimum(i, k); j++)
if(G=0][]J=1
BL71LJ1 = 1;
else
BL71[j1 = BLi-110J-11+BLi-110J1;
return B[n1[k];
1
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Parametry # i k nie sa rozmiarem danych wejSciowych w przypadku tego algo-
rytmu. Stanowig one dane wej$ciowe, natomiast rozmiarem danych wejsciowych
jest liczba symboli uzytych do ich zakodowania. Z podobna sytuacja mieliSmy do
czynienia w podrozdziale 1.3, gdzie omawialiSmy algorytm obliczajacy n-ty wyraz
ciagu Fibonacciego. Jednakze wciaz mozemy zyska¢ wglad w wydajno$¢ dziatania
algorytmu poprzez okreslenie ilosci wykonywanych dziatan w funkcji zmiennych
n i k. Dla danego n i k obliczymy liczbe przebiegdw petli for-j. W ponizszej tabeli
3.1 zawarto liczby przebiegow dla kazdej wartosci i.

Tabela 3.1. Liczba przebiegow petli for-j w zaleznosci od wartosci zmiennej i

0 1 2 3 k k+1 n

Liczba przebiegow 1 2 3 4 .. k+1 k+1 .. k+1

Calkowita liczbe przebiegdw okresla wigc zaleznos¢:

1+2+43+4+.. +k+(k+D)+(k+D)+...+(k+1)

n—k+1 razy

Wykorzystujac wynik otrzymany w przyktadzie A.1 w dodatku A otrzymujemy
nastgpujace wyrazenie:

(n—k+)(k+1)=

LD -

2n—k+2)(k +1)
2

Wykorzystujac programowanie dynamiczne zamiast podejscia typu dziel i zwy-
ciezaj udato nam si¢ opracowac znacznie wydajniejszy algorytm. Jak wczesniej
wspomniano, programowanie dynamiczne jest podobne do metody dziel i zwyciezaj
o tyle, ze szukamy wlasciwosci rekurencyjnej, ktora dzieli realizacj¢ problemu na
mniejsze realizacje. Roznica polega na tym, ze w przypadku programowania dy-
namicznego wykorzystujemy wiasciwosé rekurencyjng w celu iteracyjnego roz-
wiazania realizacji w kolejnych krokach, rozpoczynajac od najmniejszej realizacji,
zamiast nieuzasadnionego naduzywania rekurencji. W ten sposob kazda mniejsza
realizacj¢ rozwiazujemy tylko raz. Programowanie dynamiczne jest dobrym roz-
wigzaniem do wyprébowania w sytuacji, gdy metoda dziel i zwyciezaj daje w wyni-
ku bardzo mato wydajny algorytm.

Najprostszym sposobem przedstawienia algorytmu 3.2 jest utworzenie dwuwy-
miarowej tablicy B. Jednak kiedy obliczy si¢ wartosci w danym wierszu, nie sa
juz potrzebne wartosci obliczone w wierszu poprzednim. Stad algorytm mozna
zapisac przy uzyciu tablicy jednowymiarowej, indeksowanej od 0 do k. Tego ro-
dzaju modyfikacj¢ zawarto w ¢wiczeniach. Kolejnym ulepszeniem algorytmu jest

wykorzystanie faktu, ze S .
k n—k
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3.2. Algorytm Floyda okreslania
najkrotszej drogi w grafie

Czgstym problemem podroznych latajacych samolotami jest znalezienie najkrot-
szej drogi z jednego miasta do drugiego w przypadku, gdy nie istnieje potaczenie
bezposrednie. Ponizej opracujemy algorytm rozwiazywania tego typu problemow.
Najpierw jednak przedstawimy nieformalne wprowadzenie do teorii graféw. Na
rysunku 3.2 przedstawiono wazony graf skierowany. W graficznej reprezentacji grafu
kétka oznaczaja wierzcholki (ang. vertices), natomiast linie taczace jeden wierz-
cholek z drugim to krawedzie (ang. edges). Jezeli do wszystkich krawedzi zostanie
przypisany odpowiedni kierunek, graf jest okreslany mianem grafu skierowanego
(ang. directed graph) lub digrafu. Rysujac krawedz w takim grafie uzywamy strzatki
w celu przedstawienia kierunku. W digrafie moga istnie¢ dwie krawedzie migdzy
dwoma wierzchotkami, kazda biegnaca w innym kierunku. Na przyktad na ry-
sunku 3.2 mamy krawedz z wierzcholtka v, do wierzchotka v, oraz z wierzchotka
v, do vy. Jezeli krawedzie posiadaja zwigzane ze sobg wartosci, s one nazywane
wagami (ang. weights), za$ graf okresla si¢ mianem grafu wazonego (ang. weighted
graph). Zaktadamy, ze wagi sa nieujemne. Cho¢ okresla si¢ je zwykle mianem wag,
w wielu zastosowaniach reprezentuja one odlegtosci. Stad mowimy o drodze z jed-
nego wierzchotka do innego. W grafie skierowanym droga (ang. path) to sekwencja
wierzchotkdw, taka ze istnieje krawedz z kazdego wierzchotka do jego nastepnika.
Przyktadowo, na rysunku 3.2 sekwencja [vy, v4, v3] jest droga, gdyz istnieje kra-
wedz z wierzchotka v, do v4 oraz z v4 do v3. Sekwencja [vs, v4, vi] nie jest droga,
gdyz nie istnieje krawedz z wierzchotka v, do vi. Droga z wierzchotka do niego
samego nosi nazwe cyklu (ang. cycle). Droga [vi, vy, vs, vi] na rysunku 3.2 jest
cyklem. Jezeli graf zawiera cykl, jest grafem cyklicznym (ang. cyclic). W prze-
ciwnym wypadku nosi nazwe acyklicznego (ang. acyclic). Droga jest nazywana
droga prostq (ang. simple), jezeli nie przechodzi dwa razy przez ten sam wierz-
chotek. Na rysunku 3.2 droga [v, v,, v3] jest prosta, ale droga [v, vy, vs, Vi, V2]
nie jest prosta. Nalezy zauwazy¢, ze droga prosta nigdy nie zawiera poddrogi,
ktéra bylaby cykliczna. Diugosciq (ang. length) drogi w grafie skierowanym jest
suma wag krawedzi nalezacych do drogi. W przypadku grafu niewazonego jest to
po prostu liczba krawedzi nalezacych do drogi.

Rysunek 3.2.
Graf skierowany
z podanymi wagami 3

1 3

3 2
(I ()
Czgsto spotykanym problemem jest znalezienie najkrotszych drég z kazdego wierz-
chotka do wszystkich innych wierzchotkdéw. Oczywiscie, najkrotsza droga musi

by¢ droga prosta. Na rysunku 3.2 istnieja trzy drogi proste z wierzchotka v, do vs:
[vi, va, V3], [V1, V4, V3] Oraz [vy, va, v4, v3]. Z uwagi na fakt, ze:
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dtugos¢év,,v,,v;]=1+3=4
dtugosé[v,,v,,v;]=14+2=3
dtugosc[v,,v,,v,,v;]=1+2+2=5

najkrotsza droga z v; do v; jest [vy, vy, v3]. Jak wezesniej wspomniano, jednym
z czgsto wykorzystywanych zastosowan problemu najkrotszej drogi jest okreslanie
najkrétszych tras migdzy miastami.

Problem najkrétszej drogi to problem optymalizacji (ang. optimization problem).
Moze istnie¢ wiecej niz jedno rozwiazanie kandydujace do miana najlepszego dla
problemu optymalizacji. Kazde rozwiazanie kandydujace posiada zwiazang ze soba
warto$¢ 1 rozwiazaniem realizacji jest rozwiagzanie kandydujace o optymalnej warto-
sci. W zaleznosci od problemu warto$cig optymalng moze by¢ minimum lub maksi-
mum. W przypadku problemu najkrotszej drogi rozwigzaniem kandydujqcym (ang.
candidate solution) jest droga z jednego wierzchotka do drugiego, wartosciq jest
dhugos¢ tej drogi, zas wartosciq optymalng jest minimum tych dtugosci.

Ze wzgledu na fakt, ze moze istnie¢ wiele najkrotszych drég z jednego wierz-
cholka do drugiego, rozwiazanie problemu polega na znalezieniu dowolnej z tych
najkrotszych drog. Oczywistym algorytmem rozwiazania problemu byltoby okresle-
nie dla kazdego wierzchotka dtugosci wszystkich drég z niego do innych wierz-
cholkéw i znalezienie minimum wsrod tych dtugosci. Jednak algorytm taki bytby
wykonywany w czasie gorszym od wyktadniczego. Na przyktad zatézmy, ze ist-
nieje krawedz z jednego wierzchotka do wszystkich innych wierzchotkdéw. Po-
nadto podzbior wszystkich drég z tego wierzchotka do innych wierzchotkow jest
zbiorem tych wszystkich drég, ktore rozpoczynaja si¢ od pierwszego wierzchotka
i koncza na innych wierzcholkach, przechodzac przez wszystkie pozostate. Z uwagi
na fakt, ze drugim wierzchotkiem w takiej drodze moze by¢ dowolny sposrdd n—2
wierzchotkdw, trzecim wierzchotkiem w takiej drodze moze by¢ dowolny spo-
$réd n—3 wierzchotkow itd., przedostatnim wierzchotkiem w takiej drodze moze
by¢ tylko jeden wierzchotek, catkowita liczba drog z jednego wierzchotka do in-
nych wierzchotkéw, ktore przechodza przez wszystkie inne wierzchotki, wynosi:

(n-2)(n-3)...1=(n-2)!

Wynik ten jest gorszy od wyktadniczego. Z ta sama sytuacja mamy do czynienia
w przypadku wielu probleméw optymalizacji, to znaczy oczywisty algorytm roz-
patrujacy wszystkie mozliwosci jest wyktadniczy lub gorszy. Naszym celem jest
znalezienie bardziej wydajnego algorytmu.

Wykorzystujac programowanie dynamiczne opracujemy algorytm wykonywany
W czasie szeSciennym, stanowiacy rozwiazanie problemu najkroétszej drogi. Naj-
pierw opracujemy algorytm okreslajacy tylko dlugosci najkrétszych drog. Pozniej
zmodyfikujemy go tak, aby dawal na wyjsciu réwniez same najkrotsze drogi. Wa-
zony graf skierowany, zawierajacy n wierzchotkdw, reprezentujemy za pomoca
tablicy W, gdzie:
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waga krawedzi, jezeli istnieje krawedz z v, dov;
Wil j]= o, jezeli nie istnieje krawedz z v, dov,

0, jezelii=j

O wierzchotku v; mowimy, ze jest przylegly (ang. adjacent) do wierzchotka v; wow-
czas, gdy istnieje krawedz z v; do v;. Taka tablice okresla si¢ mianem reprezentacji
grafu w postaci macierzy przyleglosci (ang. adjacency matrix). Graf z rysunku 3.2
przedstawiono w tej postaci na rysunku 3.3. Tablica D na rysunku 3.3 zawiera
dhugosci najkrotszych drog w grafie. Przyktadowo, D[3][5] wynosi 7, poniewaz 7 jest
dhugoscia najkrotszej drogi z v; do vs. Jezeli bedziemy w stanie znalez¢ sposob
obliczania wartosci w D na podstawie wartosci w W, otrzymamy algorytm roz-
wigzujacy problem najkrétszej drogi. Osiagniemy to, tworzac sekwencje #n+1 tablic
D®, gdzie 0 < k < n oraz

D®[][/]= dtugo$é najkrétszej drogi z v; do v;, zawierajacej jako wierzchotki
posrednie tylko wierzchotki nalezace do zbioru {v;,v,,...v}.

Rysunek 3.3.
Tablica W
reprezentuje graf

z rysunku 3.2, zas
tablica D zawiera
dlugosci najkrotszych
drog. Opracowywany
algorytm rozwiqzania
problemu najkrotszej
drogi oblicza wartosci
w D na podstawie
wartosciw W

Zanim wykazemy, ze pozwala nam to na obliczenie wartosci w D na podstawie
wartosci w W, zilustrujemy znaczenie poszczegolnych elementow w tych tablicach.

Przykiad 3.2. Obliczmy pewne przyktadowe wartosci w tablicy D®[i][/] dla grafu z rysunku 3.2.
D[2][5] = length [v», vs] = o0

DW[21[5] = minimum (length [v», vs], length [va, v1, vs])
minimum (o, 14) = 14

D@[2][5]1=D"[2][5]=14 {Dla dowolnego grafu sa one réwne, poniewaz}
{najkrétsza droga rozpoczynajaca si¢ w v, }
{nie moze przechodzi¢ przez v,.}

D¥[2][5]=D@[2][5] =14  {Dla tego grafu sa one réwne, poniewaz}
{uwzglednienie wierzchotka v; nie daje zadnej}
{nowej drogi z v, do vs.}
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DW[2][5] = minimum (length [v,, vy, vs], length [va, va, vs])
length [va, vi, va, vs], length [vy, v3, va, vs])

minimum (14, 5, 13, 10)+5

D®[2][5]1 =D™[2][5] =5 {Dla tego grafu sa one réwne, poniewaz}
{najkrotsza droga konczaca si¢ w vs nie moze}
{przechodzi¢ przez vs.}

Ostatnia obliczona wartosé, D®[2][5], jest dtugo$cia najkrétszej drogi z v, do vs,
ktoéra moze przechodzi¢ przez dowolny inny wierzchotek. Oznacza to, ze jest ona
dtugos$cia najkrotszej drogi.

D"[{][/] jest dlugoscia najkrétszej drogi z v; do v;, ktora moze przechodzi¢ przez
dowolne wierzchotki, wigc jest dlugoscia najkrotszej drogi z v; do v;. Di][/]jest
dtugoscia najkrotszej drogi, ktdra nie moze przechodzi¢ przez inne wierzchotki,
wigc jest waga przypisana do krawedzi, wiodacej od v; do v;. Okreslilismy, ze

D® =W oraz D" =D

Stad w celu okreslenia D na podstawie W musimy jedynie znalez¢ sposob otrzymy-
wania wartosci D™ na podstawie D). Ponizej opisano poszczegélne etapy zmierza-
jacych do tego dziatan, w ktorych wykorzystamy programowanie dynamiczne.

1. Okreslamy wiasciwos¢ rekurencyjna (proces), dzigki ktorej mozemy obliczy¢
D™ na podstawie D* .

2. Rozwiazujemy realizacje problemu w porzadku wstepujqcym poprzez
powtarzanie procesu (okreslonego w etapie 1.) dla k=1 do n. Daje to
sekwencje:

D".D'.D*,..., Dn
0 0 (3.2)
W D

Etap 1. wykonujemy, rozpatrujac dwa przypadki.

Przypadek 1. Przynajmniej jedna najkrotsza droga z v; do v;, zawierajaca jako
wierzchotki posrednie tylko wierzchotki ze zbioru {v;, v,, ..., v}, nie zawiera
wierzchotka v,. Wowczas

DUi[;1= D" "[1[/] (3.3)
Przyktadem tej sytuacji na rysunku 3.2 jest

D®][3]=D[1][3]=3

poniewaz kiedy uwzglednimy wierzchotek vs, najkrétsza droga z v; do v; to wciaz
[vla V4, V3]'
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Rysunek 3.4.

Najkrétsza droga,

zawierajqca
wierzcholek vy,

Przyktad 3.3.

Przypadek 2. Wszystkie najkrotsze drogi z v; do v;, zawierajace jako wierzchotki
posrednie tylko wierzchotki ze zbioru {vi, v,, ..., v}, zawieraja wierzchotek v,.
W takim przypadku dowolna najkrotsza droga ma posta¢ podobng do przedsta-
wionej na rysunku 3.4. v, nie moze by¢ wierzchotkiem posrednim na poddrodze
z v; do v, wigc taka poddroga zawiera jako wierzchotki posrednie jedynie wierz-
chotki ze zbioru {v|, vy, ..., v 1}. To implikuje, ze dlugos¢ poddrogi musi by¢
réwna D*V[i][k] z ponizej podanego powodu. Po pierwsze, dtugo$é poddrogi nie
moze byé¢ mniejsza, gdyz D* [i][k] jest dtugo$cia najkrotszej drogi z v; do vy,
zawierajacej tylko wierzchotki ze zbioru {v;, v,, ..., v41}. Po drugie, dlugos¢
poddrogi nie moze by¢ wigksza, poniewaz gdyby tak byto, mogliby$my ja zasta-
pi¢ na rysunku 3.4 najkrétsza droga, co statoby w sprzecznosci z faktem, ze cala
droga z rysunku 3.4 jest najkrotsza droga. Podobnie dtugos$¢ poddrogi z v, do v;
na rysunku 3.4 musi byé rowna D*V[k][j]. Stad w drugim przypadku:

D®[i][j1=D*[illk]+ D" (k][ j] G4

Najkrotsza droga z v; do v;, zawierajgca tylko
wierzchotki ze zbloru {v1 Vo, ..., Vid

O~ -0

k__Y_J

Najkroétsza droga Najkrétsza droga
z v;do v, zawierajgca z v, do v;, zawierajaca
tylko wierzchotki ze tylko wierzchotki ze
zbioru {vy, vy, ..., Vi} zbioru {vy, vy, ..., v}

Przyktadem drugiego przypadku na rysunku 3.2 jest
D®[5][3]1=7=4+3=D"[5][2]+ D"[2][3]
Poniewaz przypadek 1. lub 2. musi wystepowaé, wartoscia D®[i][/] jest minimum

wartosci, znajduj aLcych si¢ po prawej stronie réwnan 3.3 oraz 3.4. Oznacza to, Ze
mozemy okresli¢ D® na podstawie D% w nastepujacy sposob:

DO /1= minimum(D“ "[i][ /1, D* [i][k] + D "[K][j])

przypadek 1. przypadek 2.

W ten sposdb wykonalismy etap 1. opracowywania algorytmu, wykorzystujacego
programowanie dynamiczne. W celu wykonania etapu 2. wykorzystamy wiasci-
wos¢ rekurencyjng z etapu 1. w celu utworzenia sekwencji tablic, przedstawione;j
w wyrazeniu 3.2. Ponizej przyjrzymy si¢ przyktadowi sposobu obliczania warto-
$ci kazdej z tych tablic na podstawie poprzedniej tablicy.

Jesli mamy dany graf z rysunku 3.2, reprezentowany przez macierz przylegtosci
W na rysunku 3.3, niektdre obliczenia wykonuje si¢ w nastgpujacy sposob (nalezy
pamietaé, ze D = W):
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DY[2]14] minimum(D V' [2][4], DV [2][1]+ DO [1][4])
= minimum(2,9+1) =2
DYSI2] = minimum(DV[51[2], DV [5][1]+ D [1][2])
= minimum(,3+1)=4
DYSI4] = minimum(DV[5][4], DV [5][1]+ D [1][4])

= minimum(,3+1)=4

Kiedy cata tablica D'" zostanie wyliczona, obliczamy tablice D®. Przyktadowe
obliczenie ma postaé:

D541 = minimum(DV[5][4], DV[5][2]+ DDV [2][4])
= minimum(4,4+2)=4

Po obliczeniu wszystkich wyrazow w tablicy D® kontynuujemy dziatania po kolei
do momentu wyliczenia D). Koncowa tablica jest D, ktora zawiera dtugosci najkrot-
szych drég. Na rysunku 3.3 umieszczono jg po prawej stronie.

Ponizej przedstawimy algorytm opracowany przez Floyda (1962), znany jako algo-
rytm Floyda (ang. Floyd’s algorithm). Pdzniej wyjasnimy, dlaczego korzysta on
tylko z jednej tablicy D oprécz tablicy wejsciowej W.

Algorytm 3.3.

void floyd (int n,
const

index 7, J, k;

D=W;

Algorytm Floyda okreslania najkrotszej drogi

Problem: oblicz najkrotsze drogi z kazdego wierzchotka w grafie wazonym do
wszystkich innych wierzchotkow. Wagi sa liczbami nieujemnymi.

Dane wejsciowe: wazony graf skierowany oraz n, liczba wierzchotkow w grafie.
Graf jest reprezentowany przez tablice dwuwymiarowa W, ktdérej wiersze i ko-
lumny sg indeksowane od 1 do n, gdzie W[i][/] jest waga krawedzi, prowadzacej
od i-tego do j-tego wierzchotka.

Dane wyjsciowe: dwuwymiarowa tablica D, ktdrej wiersze i kolumny sa indekso-
wane od 1 do », gdzie D[i][/] jest dlugos$cia najkrétszej drogi, prowadzacej od i-tego
do j-tego wierzchotka.

number W[1[],
number D[1[])

for (kK =1; k <=n; k++)

for (7 = 1;
for (j =

1 <=n; T++)
1, j<=n: gt

DU71Ly] = minimum(DL7]07], DL71CKI+DLKILID);
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Analiza
algorytmu
3.3.

Mozemy wykona¢ nasze obliczenia przy uzyciu tylko jednej tablicy D, poniewaz
warto$ci w k-tym wierszu oraz k-tej kolumnie nie sa wymieniane w czasie k-tego
przebiegu petli. Oznacza to, ze w k-tym przebiegu algorytm dokonuje przypisania:

D[i1[k] = minimum(D[i][k], D[i1[k]+ D[k][k])
co jest oczywiscie rowne D[i][k] oraz
DIk][j1= minimum(D[k][ /1, DIk][k]+ DIk][j])

co jest oczywiscie rowne D[k][j]. W czasie k-tego przebiegu element D[7][/] jest
obliczany tylko na podstawie wlasnej wartosci oraz wartosci w k-tym wierszu i k-tej
kolumnie. Wartosci te zostaty przypisane w (k—1). przebiegu, wigc sa poszuki-
wanymi przez nas wartosciami. Jak wspomniano wczesniej, czasem po opraco-
waniu algorytmu programowania dynamicznego istnieje mozliwos¢ jego popra-
wienia, tak aby byt bardziej wydajny pod wzgledem zajetosci pamigci.

Ponizej zostanie przedstawiona analiza algorytmu Floyda.

Ztozono$é czasowa w kazdym przypadku (algorytm Floyda na najkrétsza droge)

Operacja podstawowa: instrukcja w petli for-j.
Rozmiar danych wejsciowych: , liczba wierzchotkéw w grafie.

Mamy do czynienia z petla w petli w petli, z ktdrych kazda jest zwiazana z wy-
konaniem » przebiegéw, tak wigc:

T(ny=nxnxn=n'e®@’).

Ponizsza modyfikacja algorytmu 3.3 pozwala na obliczenie najkrétszej drogi.

Algorytm 3.4.

Algorytm Floyda okreslania najkrotszej drogi 2
Problem: podobnie jak w przypadku algorytmu 3.3. Oprocz tego tworzone sa rowniez
najkrotsze drogi.

Dodatkowe dane wyjsciowe: tablica P, ktorej wiersze i kolumny sa indeksowane
od 1 do n, gdzie

najwyzszy indeks wierzchotka posredniego w najkrétszej drodze
P(i, j) =4 0dv, dov,, jezeliistnieje co najmniej jeden wierzchotek posredni

0, jezeli nie istnieje zaden wierzcholek posredni

void floyd? (int n,
const number W[I[],

number D[][],
index PLI[])
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index 7, Jj, k;
for (i =1; 7 <=n; i++)
for (i =1; 7 <=n; i++)
PLi1LJ] = 0;
D=W

for (k = 1; k <=n; k++)
for (i =1, 7 <=n; i++)
for (J=1; J <=n; j+)
if (DL710K1+DLKILGT < DO
PLTILJ] = k;
DUiILJI+DL71LkI+DEKIMI D) ;

Na rysunku 3.5 przedstawiono tablicg P, ktora jest tworzona w przypadku zasto-
sowania algorytmu dla grafu z rysunku 3.2.

Rysunek 3.5. 1
Tablica P, utworzona

w przypadku zastosowania
algorytmu 3.4 dla grafu

z rysunku 3.2

2
0
0
5
5

A O O O M|W
o O o oM
o o &~ A M|lO

Ponizszy algorytm tworzy najkrotsza droge od wierzcholka v, do v, na podstawie
tablicy P.

Algorytm 3.5.  Wyswietlenie najkrotszej drogi
Problem: wyswietl wierzchotki posrednie w najkrotszej drodze od jednego wierz-
chotka do innego w grafie wazonym.

Dane wejsciowe: tablica P, utworzona przez algorytm 3.4 oraz dwa indeksy (g i 7)
wierzchotkéw w grafie, ktory stanowi dane wejsciowe algorytmu 3.4.

najwyzszy indeks wierzchotka posredniego w najkrotszej drodze
P(i, j)=q0dv, dov,, jezeliistnieje co najmniej jeden wierzchotek posredni

0, jezeli nie istnieje zaden wierzchotek posredni

Dane wyjsciowe: wierzchotki posrednie w najkrotszej drodze z v, do v,.

void path (index q, r)

if (PLqllr] '= 0) {
path(q, PLqllrl);
cout << "v" << PLqlLr];
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path(PLqllrl. r):

}
}

path(q, r);

Warto przypomnie¢ konwencje¢ okreslona w rozdziale 2., zgodnie z ktéra danymi
wejsciowymi podprograméw rekurencyjnych moga by¢ tylko takie zmienne, kto-
rych warto$¢ moze ulega¢ zmianie w wywotaniach rekurencyjnych. Stad tablica
P nie stanowi danych wejsciowych procedury path. Gdyby algorytm zaimplemento-
wano definiujac P globalnie i chcieliby$Smy okresli¢ najkrotsza droge z wierzchotka
v, do wierzchotka v,, to wywotanie procedury path na najwyzszym poziomie
miatoby postac:

Dla danej warto$ci P z rysunku 3.5, jezeli wartosci ¢ i » wynosityby, odpowiednio,
513, dane wyjsciowe mialyby postaé:

vl v4
Sa to wierzcholki posrednie w najkrétszej drodze z wierzchotka vs do wierzchotka vs.

W ¢wiczeniach zostanie okreslone, ze W(n) € ©(n) w przypadku algorytmu 3.5.

3.3. Programowanie dynamiczne
a problemy optymalizacyjne

Nalezy przypomniec¢, ze algorytm 3.4 nie tylko pozwala okresli¢ dtugosci najkrot-
szych drog, ale réwniez konstruuje najkrotsze drogi. Konstrukcja optymalnego
rozwiazania jest trzecim etapem w procesie opracowywania algorytmu progra-
mowania dynamicznego dla problemu optymalizacji. Oznacza to, ze w procesie
opracowywania takiego algorytmu mozna wyrozni¢ nastgpujace etapy:

1. Okreslenie wlasciwosci rekurencyjnej, ktora daje rozwigzanie optymalne
dla realizacji problemu.

2. Obliczenie wartosci rozwiazania optymalnego w porzadku wstepujqcym.

3. Skonstruowanie rozwiazania optymalnego w porzadku wstepujqcym.

Etapy 2. oraz 3. sa zwykle wykonywane mniej wigcej w tym samym miejscu algo-
rytmu. Ze wzgledu na fakt, ze algorytm 3.2 nie jest problemem optymalizacji, nie
wystgpuje w nim trzeci etap.

Cho¢ moze si¢ wydawac, ze problem optymalizacji moze zawsze zosta¢ rozwiazany
przy uzyciu programowania dynamicznego, nie jest to prawda. Aby tak byto, w przy-
padku danego problemu musi mie¢ zastosowanie zasada optymalnos$ci. Zasadg t¢
mozna wyrazi¢ nastepujaco:
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Przyktad 3.4.

Definicja
O zasadzie optymalnosci (ang. principle of optimality) méwi sie, ze ma zasto-

sowanie w problemie wéwczas, gdy rozwigzanie optymalne realizacji problemu
Zawsze zawiera rozwigzania optymalne dla wszystkich podrealizacji.

Zasada optymalnosci jest trudna do jednoznacznego zdefiniowania i tatwiej jest ja
zrozumie¢ poprzez analiz¢ konkretnego przyktadu. W przypadku problemu naj-
krotszej drogi pokazaliSmy, ze jezeli v, jest wierzchotkiem nalezacym do drogi
optymalnej z v; do v;, to poddrogi z v; do v, oraz z v, do v; rtéwniez musza by¢
optymalne. Stad optymalne rozwigzanie realizacji zawiera rozwiazania optymalne
wszystkich podrealizacji i ma tu zastosowanie zasada optymalnosci.

Jezeli zasada optymalnosci ma zastosowanie w przypadku danego problemu, mo-
zemy okresli¢ wlasciwos¢ rekurencyjng, ktéra bedzie dawaé optymalne rozwia-
zanie realizacji w kontekscie optymalnych rozwiazan podrealizacji. Istotnym, cho¢
subtelnym powodem, dla ktérego mozemy wowczas wykorzysta¢ programowanie
dynamiczne w celu skonstruowania optymalnego rozwiazania realizacji, jest to,
ze optymalne rozwigzania podrealizacji moga by¢ dowolnymi optymalnymi roz-
wiazaniami. Przyktadowo, w przypadku problemu najkrétszej drogi: jezeli pod-
drogami sa dowolne najkrotsze drogi, polaczona droga bedzie optymalna. Mozemy
wiec wykorzysta¢ wlasciwos¢ rekurencyjng w celu skonstruowania rozwigzan opty-
malnych coraz wigkszych realizacji w porzadku wstepujacym. Kazde tak otrzy-
mane rozwigzanie jest optymalne.

Cho¢ zasada optymalnosci moze wydawac si¢ oczywista, w praktyce konieczne jest
wykazanie, ze zasada ma zastosowanie, zanim jeszcze zatozy si¢, ze rozwiazanie
optymalne moze zosta¢ otrzymane dzigki programowaniu dynamicznemu. Poniz-
szy przyktad pokazuje, ze nie ma ona zastosowania w przypadku kazdego pro-
blemu optymalizacji.

Rozwazmy problem najdhuzszej drogi, polegajacy na znalezieniu najdhuzszych pro-
stych drég wiodacych od kazdego wierzchotka do wszystkich innych wierzchot-
koéw. Problem ograniczamy do prostych drég, poniewaz w przypadku cykli zawsze
mozemy utworzy¢ dowolnie dtuga droge poprzez powtarzalne przechodzenie przez
cykl. Na rysunku 3.6 optymalna (najdtuzsza) prosta droga z v; do v, to [vy, v3, Vs, 4.
Jednak poddroga [v,, v3] nie jest optymalng (najdtuzsza) droga z v, do v;, poniewaz

dtugosc[v,,v;]1=1 oraz dlugosclv,,v,,v;]1=4

Zatem zasada optymalnosci nie ma zastosowania. Wynika to z faktu, ze optymalne
drogi z v, do v; oraz z v; do v4 nie moga zosta¢ razem powiazane, aby utworzy¢
optymalna droge z v, do v4. Spowodowaloby to utworzenie cyklu, a nie optymal-
nej drogi.
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Rysunek 3.6.
Wazony graf
skierowany z cyklem

()

4

Pozostata czgs$¢ rozdziatu poswiecimy problemom optymalizacji. Opracowujac
algorytmy nie bgdziemy wymienia¢ wczesniej opisanych etapow dziatania. Powinno
by¢ rzecza oczywista, ze postepujemy zgodnie z nimi.

3.4. Lancuchowe mnozenie macierzy

Zatézmy, ze chcemy pomnozy¢ macierz o wymiarach 2x3 przez macierz o roz-
miarach 3x4 w sposdb nastepujacy:

7 8 9 1
1 2 3 29 35 41 38
x|2 3 4 5|=
4 56 74 89 104 83
6 7 8 9

Macierz wynikowa ma rozmiary 2x4. Jezeli uzyjemy standardowej metody mno-
zenia macierzy (opartej na definicji mnozenia macierzy), obliczenie kazdego
elementu iloczynu wymaga¢ bedzie wykonania trzech podstawowych operacji
mnozenia. Przyktadowo, pierwszy element w pierwszej kolumnie to:

Ix7+2x2+3%x6
K fTersTIXD

3 mnozenia

Ze wzgledu na fakt, ze w iloczynie wystepuje 2x4 = 8 pozycji, catkowita liczba
elementarnych operacji mnozenia wynosi

2x4x3=24

Ogolnie rzecz biorac, w celu pomnozenia macierzy o wymiarach iXj przez ma-
cierz o wymiarach jxk przy uzyciu metody standardowej musimy wykonac

i x jx k elementarnych operacji mnozenia

Rozwazmy operacj¢ mnozenia nastgpujacych macierzy:
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A X B X C X D
20x2 2x30 30x12 12x8

Wymiary kazdej macierzy zapisano pod nimi. Mnozenie macierzy jest operacja
faczna, co oznacza, ze kolejnosé, w jakiej wykonujemy mnozenie, nie ma zna-
czenia. Przyktadowo, operacje A(B(CD)) oraz (AB)(CD) daja ten sam wynik. Ist-
nieje pig¢ roznych kolejnosci, w jakich mozemy pomnozy¢ cztery macierze i ktore
dadza zwykle r6zna liczbe elementarnych operacji mnozenia. W przypadku po-
wyzszych macierzy mamy nastgpujace liczby elementarnych operacji mnozenia
dla réznych kolejnosci dziatan:

A(B(CD)) 30x12x8+ 2x30x 8+20x 2x8= 3680
(AB)(CD) 20x2x30+30x12x 8+20x30x8 = 8880
A(BCO)D) 2x30x12+ 2x12x 8+20x 2x8= 1232
(AB)C)D  20x2x30+20x30x12+20x 12x8 = 10320
(ABC)D 2x30x12+20% 2x 12+20x 12x8 = 3120

Trzecia kolejno$¢ jest optymalna w przypadku mnozenia czterech macierzy.

Naszym celem jest opracowanie algorytmu, ktory bedzie okreslat optymalng ko-
lejno$¢ mnozenia n macierzy. Kolejno$¢ ta zalezy tylko od rozmiaré6w macierzy.
Stad oprdcz n rozmiary te stanowia jedyne dane wejsciowe dla algorytmu. Algo-
rytm wykorzystujacy metode sitowa polegatby na rozwazeniu wszystkich mozli-
wych kolejnosci i wybraniu minimum — tak jak postgpiliSmy powyzej. Wyka-
zemy, ze taki algorytm jest wykonywany co najmniej w czasie wyktadniczym.
Niech #, bedzie liczba réznych kolejnosci, w jakich mozemy pomnozy¢ » macie-
rzy: Ay, Ay, ..., A,. Jednym z podzbioréw wszystkich kolejnosci jest zbior kolej-
nosci, dla ktérych macierz 4, jest ostatnia mnozona macierza. Jak pokazano po-
nizej, liczba réznych kolejnosci w tym podzbiorze wynosi #, |, poniewaz jest to
liczba kolejnosci, w jakich mozemy pomnozy¢ macierze od 4, do 4,

A, (AyA;... A,)
[ —)

t,,_ r6znych
kolejnosci

Drugi podzbioér wszystkich kolejnosci jest zbiorem kolejnosci, w przypadku kto-
rych macierz 4, jest ostatnia mnozong macierza. Oczywiscie, liczba réznych ko-
lejnosci w tym podzbiorze réwniez wynosi £, ;. Stad:

tn = 1"7] + tn—] = 2tn—]
Ze wzgledu na fakt, Ze istnieje tylko jeden sposdéb pomnozenia dwoch macierzy,

t, = 1. Wykorzystujac techniki opisane w dodatku B mozemy rozwiazaé te reku-
rencje¢, wykazujac, ze:

t, >2""
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Rysunek 3.7.
Liczba kolumn

w macierzy Ay_;
jest taka sama,
jak liczba wierszy
w macierzy Ay

Przyktad 3.5.

Nietrudno zauwazy¢, ze zasada optymalno$ci ma zastosowanie w przypadku tego
problemu. Oznacza to, ze optymalna kolejno$¢ mnozenia » macierzy zawiera opty-
malng kolejno$§¢ mnozenia dowolnego podzbioru zbioru » macierzy. Przyktado-
wo, jezeli optymalna kolejnos¢ mnozenia szesciu macierzy ma postaé

4,((((4,4,)4,)45) 4, )

to
(AZ A3 )A4

musi by¢ optymalna kolejnoscia mnozenia macierzy od 4, do A4. Oznacza to, ze
w celu skonstruowania rozwigzania mozemy wykorzysta¢ programowanie dy-
namiczne.

Ze wzgledu na fakt, ze mnozymy (k—1)-ta macierz, 4, , przez k-ta macierz, 4,
liczba kolumn w A4;_; musi by¢ réwna liczbie wierszy w 4;. Na przyktad w przy-
padku wczesniej omowionego iloczynu pierwsza macierz ma trzy kolumny, zas
druga macierz — trzy wiersze. Jezeli przyjmiemy, ze d, jest liczba wierszy w 4,
zas$ dy jest liczba kolumn w 4, dla 1 < k < n, to wymiary A, beda wynosi¢ dj_;xdj.
Zilustrowano to na rysunku 3.7.

- dy >
~-—d_ —> T

T A1 | Ak
dy_» Ay \

Tak, jak w poprzednim podrozdziale, w celu skonstruowania rozwiazania uzyjemy
sekwencji tablic. Dla 1 <j <j < niech

M[i][j] = minimalna liczba mnozen wymaganych do pomnozenia
macierzy od 4; do 4, jezeli i <j

Mi][i]= 0

Zanim omdéwimy sposob uzycia tych tablic, ponizej zilustrujemy znaczenie za-
wartych w nich elementow.

Zatdézmy, ze posiadamy nastgpujace szes¢ macierzy:

4 x A, x A, x A, x A x A

5x2  2x3 3x4 4%6 6x7 7x8
dd ~ dd, d,d,  dd, dd,  d.d,

W celu pomnozenia macierzy 44, As i Ag mozemy okresli¢ ponizsze dwie kolej-
nosci oraz liczby elementarnych operacji mnozenia:
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(4,45)A4; Liczbaoperacji mnozenia =d;xd, xdy+d; xd;xd,
=4x6xT7+4x7x8=392

A,(A4;4;) Liczbaoperacji mnozenia =d, xd;xd,+d;xd, xd,
=6xTx8+4x6x8=528

Stad
MT[4][6] = minimum(392, 528) =392

Optymalna kolejno$¢ mnozenia sze$ciu macierzy musi mie¢ jeden z nastgpuja-
cych rozktadéw:

1. 41(A24344A4546)

2. (4142)(43A444546)

3. (4,14243)(A44546)

4. (A14,4344)(AsAs)

5. (4142434445)4s
gdzie w kazdym nawiasie iloczyn jest otrzymywany zgodnie z optymalna kolej-
noscig dla liczby macierzy, znajdujacych si¢ w tym nawiasie. Sposrod rozktadow
ten, ktory daje minimalna liczbg operacji mnozenia, musi by¢ optymalny. Liczba
operacji mnozenia dla k-tego rozktadu jest minimalng liczba potrzebna do otrzy-

mania kazdego czynnika, powiekszong o liczb¢ potrzebna do pomnozenia dwéch
czynnikdw. Oznacza to, ze wynosi ona

M1[k]+ M[k +1][6]+d,d d,
Okreslilismy, ze

MI11[6] = minimum(M{11[k]+ M[k +1][6] + d,d,d,)

1<k<5

W powyzszym rozumowaniu nie ma nic, co wymuszatoby, aby pierwsza macierza
byta 4, lub aby ostatnia macierza byla 44. Przyktadowo, mogliby$my otrzymac po-
dobny rezultat mnozac macierz A, przez Ag. Zatem mozemy uogo6lni¢ ten rezultat
w celu otrzymania nastgpujacej wlasciwosci rekurencyjnej, zwiazanej z mnoze-
niem n macierzy. Dla 1 <i<j<n

ML/ = minimum(MIik]+ MUk +1][j1+d,d,d ), jezelii < j

i<k<j-1

(3.5)
MI[il[i]=0
Algorytm typu dziel i zwyciezaj oparty na tej wiasciwosci jest wykonywany w czasie

wyktadniczym. Ponizej opracujemy wydajniejszy algorytm, wykorzystujac pro-
gramowanie dynamiczne w celu obliczenia wartosci M[{][j] w kolejnych etapach.
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Rysunek 3.8.

w przykiadzie 3.5

Uzywana jest siatka podobna do trojkata Pascala (patrz podrozdziat 3.1). Obli-
czenia, ktére sg nieco bardziej skomplikowane, niz miato to miejsce w podroz-
dziale 3.1, sa oparte na ponizej opisanej wlasciwosci z rdwnania 3.5. Element
M][j] jest obliczany na podstawie wszystkich wpiséw ze swojego wiersza, znaj-
dujacych sig po jego lewej stronie, oraz wpisow ze swojej kolumny, znajdujacych
si¢ ponizej niego. Wykorzystujac t¢ wiasciwos¢ mozna obliczy¢ wartosci elemen-
tow w M w ponizej opisany sposob. Najpierw ustawiamy wartos¢ tych elementéw
na gtéwnej przekatnej na 0. Nastepnie obliczamy wszystkie elementy na przekat-
nej powyzej (nazywamy ja przekatna 1). Nastgpnie obliczamy wszystkie wartosci
na przekatnej 2 itd. Kontynuujemy te dziatania do momentu, az obliczymy jedy-
na warto$¢ na przekatnej 5, ktora jest naszg odpowiedzia koncowa, M[1][6]. Pro-
cedure t¢ zilustrowano na rysunku 3.8 dla macierzy z przyktadu 3.5. Ponizszy
przyktad zawiera odpowiednie obliczenia.

Przekatna2  Przekatna 4

Tablica M opracowana Przekatna 1 Y\zekajna 3 Yjekqtna 5

Element M[1][4],
ktdry oznaczono kotkiem,

jest obliczany

na podstawie par
wskazanych wartosci

Przyktad 3.6.

1 348 <+— Odpowiedz
koncowa
2 0 24 72 156 268
*
3 0 72 198 366
\ 4
4 0 168 392
4
5 0 336
6 0

Zalozmy, ze mamy szes¢ macierzy okreslonych w przykladzie 3.5. Ponizej opiszemy
kolejne dziatania wykonywane przez algorytm programowania dynamicznego. Od-
powiednie wyniki przedstawiono na rysunku 3.8.

Obliczamy przekatna 0:
M[il[i]=0 dlal<i<6
Obliczamy przekatna 1:
MI1][2] = minimum(M1][k]+ Mk +1][2]+d,d d,)
1<k<l1

= M[l][1]+ M[z][2]+d()d1d2
=0+0+5x2x3=30
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Wartosci M[2][3], M[3][4], M[4][5] oraz M[5][6] sa obliczane w ten sam
sposob. Przedstawiono je na rysunku 3.8.

Obliczamy przekatna 2:

MI1[3] = minimum(M{1][k]+ Mk +1][3]+ d,d,d.)

1<k<2
= minimum(M[1][1]+ M[2][3]+d,d,d,,
M[2]+ M[3][3] +dd.d,
= minimum(0 +24+5x2x4,30+0+5x3x4)=64

Wartosci M[2][4], M[3][5] oraz M[4][6] sa obliczane w ten sam sposob.
Przedstawiono je na rysunku 3.8.

Obliczamy przekatna 3:

MI11[4] = minimum(M{1[k]+ M{k + ][4+ d,d.d,)

k<
= minimum(M[1][1]+ M[2][4]+d d d,,

M][2]1+ M[3][4]+d,d,d,,

M[3]+ M[4][4]+d,d.d,)
=minimum(0+72+5x2x6,30+ 72 +5x3%x6,64+0+5%x4%x6)=132

Wartosci M[2][5] oraz M[3][6] sa obliczane w ten sam sposob.
Przedstawiono je na rysunku 3.8.

Obliczamy przekatna 4:

Wartosci na przekatnej 4 sa obliczane w ten sam sposob i przedstawiono
je na rysunku 3.8.

Obliczamy przekatna 5:

Wartos¢ na przekatnej 5 jest obliczana w ten sam sposéb. Jest ona
rozwiazaniem realizacji problemu: jest to minimalna liczba elementarnych
operacji mnozenia i wynosi ona:

MT1][6] =348

Przedstawiony ponizej algorytm stanowi implementacj¢ tej metody. Wymiary » ma-
cierzy, a konkretnie wartosci od dp do d),, sa jedynymi danymi wejsciowymi algoryt-
mu. Same macierze nie stanowia danych wejsciowych, poniewaz wartosci w ma-
cierzach nie maja znaczenia dla istoty problemu. Tablica P utworzona przez algorytm
moze zosta¢ wykorzystana do wydrukowania optymalnej kolejnosci. Zostanie to
omoéwione po przeanalizowaniu algorytmu 3.6.
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Algorytm 3.6.

Minimalna liczba operacji mnozenia

Problem: okresl minimalng liczbg elementarnych operacji mnozenia, wymaganych
w celu pomnozenia » macierzy oraz kolejno§¢ wykonywanych mnozen, ktéra za-
pewnia minimalng liczbg operacji.

Dane wejSciowe: liczba macierzy n oraz tablica liczb catkowitych d, indeksowana
od 0 do n, gdzie d[i—1]xd[i] jest rozmiarem i-tej macierzy.

Dane wyjsciowe: minmult, minimalna liczba elementarnych operacji mnozenia,
wymaganych w celu pomnozenia » macierzy; dwuwymiarowa tablica P, na podsta-
wie ktorej mozna okresli¢ optymalng kolejnos¢. P posiada wiersze indeksowane od
1 do n—1 oraz kolumny indeksowane od 1 do n. P[#][;] jest punktem, w ktéorym ma-
cierze od i do j zostaja rozdzielone w kolejnosci optymalnej dla mnozenia macierzy.

int minmult (int n,
const int d[],
index PLIL])

index 7, j, k, diagonal;
int M[1..n1[1..n];

for (i =1; 7 <=n; i++)
MC7107] = 0;
for (diagonal = 1; diagonal <= n-1; diagonal++) // Przekatna 1 znajduje
for (i = 1; 7 <=n - diagonal; i++) { // sie tuz nad gtéwna
J = i+diagonal; // przekatna

MLTI0J] = minimum (MC71Ck]+MLk+110J] +dli - 11*d[k1*d[j]);

i<k<j-1

PLi1[J] = wartos¢ k, ktora data minimum;

return M[11[n];

Analiza
algorytmu
3.6.

Ponizej dokonamy analizy algorytmu 3.6.

Ztozonosé czasowa w kazdym przypadku (minimalna liczba operacji mnozenia)

Operacja podstawowa: jako operacj¢ podstawowa mozemy traktowaé instrukcje,
wykonywane dla kazdej wartosci k. Uwzgledniono réwniez poréwnanie sprawdza-
jace, czy warto$¢ jest minimalna.

Rozmiar danych wejsciowych: 7, liczba macierzy, ktdre maja zostaé pomnozone.

Mamy do czynienia z petla w petli w petli. Ze wzgledu na fakt, ze j = i+diagonal,
dla danych wartosci diagonal oraz i liczba przebiegdw petli k wynosi

j—1—i+1=i+diagonal —1—i+1= diagonal
Dla danej wartosci diagonal liczba przebiegdw petli for-i wynosi n—diagonal. Ze

wzgledu na fakt, ze diagonal moze przyjmowacé wartosci od 1 do n—1, catkowita
liczba powtdrzen operacji podstawowej wynosi
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Rysunek 3.9.

Tablica P, utworzona

w momencie,
gdy algorytm 3.6
zostal zastosowany

wzgledem wymiarow

z przyktadu 3.5

n—1
Z[(n — diagonal) x diagonal ]

diagonal=1
W ¢éwiczeniach zostanie wykazane, ze wyrazenie to jest rowne:

n(n—-D(n+1)

. cO(n’)

Ponizej pokazemy, w jaki sposéb mozna otrzymac¢ optymalna kolejnos¢ na pod-
stawie tablicy P. Wartosci zawarte w tej tablicy w momencie, gdy algorytm jest
stosowany dla wymiaréw z przyktadu 3.5, przedstawiono na rysunku 3.9. Fakt,
ze na przyktad P[2][5] = 4 oznacza, ze optymalna kolejnos¢ dla mnozenia macierzy
od A4, do A5 posiada rozktad:

(AZ AS A4 )AS

gdzie macierze znajdujace si¢ w nawiasie sg mnozone w kolejnosci optymalne;j.
Oznacza to, ze P[2][5], czyli 4, jest punktem, w ktérym macierze powinny zostac¢
rozdzielone w celu otrzymania czynnikdw. Mozemy okresli¢ optymalna kolejnos¢,
odwiedzajac najpierw element P[1][n] w celu okreslenia rozktadu na najwyzszym
poziomie. Ze wzgledu na fakt, ze n = 6 oraz P[1][6] = 1, rozktad na najwyzszym
poziomie dla kolejnosci optymalnej ma postac:

AI (AZ A3 A4 AS A6 )

12 3 4 5 6
1 11 11

-

w
B

2 5

3 5

4 5

5 5

Nastegpnie okreslamy rozktad w kolejnosci optymalnej dla mnozenia macierzy od 4,

do 4, odwiedzajac element P[2][6]. Jego wartoscia jest 5, wigc rozktad ma postac:
(AZ A3 A4 AS )AG

Wiemy, ze rozktad w kolejnosci optymalnej ma postac:

4,((4,4,4,45) 4)

gdzie rozktad dla mnozenia macierzy od A4, do 4s wciaz nalezy okresli¢. Spraw-
dzamy warto$¢ elementu P[2][5] i kontynuujemy w ten sposob dalsze dziatania do
momentu, w ktérym zostang okreslone wszystkie rozktady. Odpowiedz ma postac:

4,(((4,4,)4,)4,)4,)
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Ponizszy algorytm stanowi implementacj¢ opisanej metody.

Algorytm 3.7.

Wyswietlanie optymalnej kolejnosci

Problem: wyswietl optymalna kolejnos¢ dla mnozenia » macierzy.

Dane wejsciowe: dodatnia liczba catkowita » oraz tablica P, utworzona przez algo-
rytm 3.6. P[{][/] jest punktem, w ktérym macierze od i do j sa rozdzielane w ko-
lejnosci optymalnej dla mnozenia tych macierzy.

Dane wyjsciowe: optymalna kolejno$¢ mnozenia macierzy.

void order (index 7, index j)

{

if (=)

cout << "A" << 7;

else {

k= PLII0JT:

cout << "("

order(i, k);
order(k+1, Jj);

cout << ")'

Zgodnie z konwencjami przyjetymi odnos$nie pisania funkeji rekurencyjnych, P i n nie
sg danymi wejsciowymi dla procedury order, ale sa danymi wejsciowymi algo-
rytmu. Gdyby algorytm zaimplementowano poprzez zdefiniowanie P i n globalnie,
wywotanie procedury order na najwyzszym poziomie miatoby postac:

order(1, n);

Kiedy wymiary sg takie same, jak w przyktadzie 3.5, algorytm wys$wietla naste-
pujace informacje:

(A1((((A243)44)45)46))

Cate wyrazenie ujgto w nawiasy, poniewaz algorytm wstawia je wokot kazdego
sktadnika ztozonego. W éwiczeniach zostanie wykazane, ze dla algorytmu 3.7

T(n) € O(n)

Opracowany algorytm O(z’) dla fancuchowego mnozenia macierzy pochodzi z pracy
Godbole’a (1973). Yao (1982) opracowal metody przyspieszajace pewne rozwia-
zania programowania dynamicznego. Wykorzystujac te metody mozna utworzy¢
algorytm O(n%) dla fancuchowego mnozenia macierzy. Hu oraz Shing (1982, 1984)
opisuja algorytm ®(n lg n) dla tancuchowego mnozenia macierzy.
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3.5. Optymalne drzewa
wyszukiwania binarnego

Rysunek 3.10.
Dwa drzewa
przeszukiwania
binarnego

Kolejny algorytm, jaki opracujemy, stuzy do okreslania optymalnego sposobu zor-
ganizowania zbioru elementow w postaci drzewa wyszukiwania binarnego. Zanim
omowimy, jaka forma organizacji jest uwazana za optymalna, przedstawimy pewne
ogolne informacje na temat takich drzew. Dla kazdego wierzchotka w drzewie bi-
narnym poddrzewo, ktérego korzeniem jest lewy potomek tego wierzchotka, nosi
nazwe¢ lewego poddrzewa (ang. left subtree) wierzchotka. Lewe poddrzewo ko-
rzenia drzewa nosi nazwe¢ lewego poddrzewa drzewa. Analogicznie definiuje si¢
prawe poddrzewo (ang. right subtree).

Definicja
Drzewo wyszukiwania binarnego (ang. binary search tree) jest binarnym drze-

wem elementéw (zwykle nazywanych kluczami) pochodzacych ze zbioru upo-
rzadkowanego. Musi spetnia¢ nastepujgce warunki:

1. Kazdy wierzchotek zawiera jeden klucz.

2. Kazdy klucz w lewym poddrzewie danego wierzchotka jest mniejszy lub
réwny kluczowi tego wierzchotka.

3. Klucze znajdujace sie w prawym poddrzewie danego wierzchotka sg wieksze
lub réwne kluczowi tego wierzchotka.

Na rysunku 3.10 przedstawiono dwa drzewa wyszukiwania binarnego, kazde z tymi
samymi kluczami. W drzewie po lewej stronie przyjrzyjmy si¢ prawemu poddrzewu
wierzchotka, zawierajacego klucz Rudolf. Poddrzewo to zawiera klucze Tomasz,
Urszula oraz Waldemar i wszystkie te imiona sg ,,wigksze” od Rudolfa, zgodnie
z porzadkiem alfabetycznym. Cho¢ ogdlnie klucz moze wystgpowaé w drzewie
binarnym wigcej niz raz, dla uproszczenia zaktadamy, ze klucze sa unikatowe.
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Glebokosé (ang. depth) wierzchotka w drzewie jest liczba krawedzi w unikatowej
drodze, wiodacej od korzenia do tego wierzcholtka. Jest ona rowniez zwana pozio-
mem (ang. level) wierzchotka w drzewie. Zwykle mowimy, ze wierzcholek po-
siada gleboko$¢ oraz ze znajduje si¢ na poziomie. Przyktadowo, w drzewie znaj-
dujacym si¢ po lewe;j stronie na rysunku 3.10 wierzchotek zawierajacy klucz Urszula
posiada glebokos$¢ 2. Mozemy rowniez stwierdzi¢, ze znajduje si¢ on na pozio-
mie 2. Korzen posiada glgbokos¢ 0 i znajduje si¢ na poziomie 0. Glegbokosé drzewa
to maksymalna glgbokos¢ wszystkich wierzchotkow. Drzewo znajdujace si¢ po
lewej stronie na rysunku 3.10 posiada gigbokos¢ 3, natomiast drzewo znajdujace
si¢ po prawej stronie posiada gltgbokos¢ 2. Drzewo binarne jest nazywane zrow-
nowazonym (ang. balanced), jezeli glgbokos¢ dwdch poddrzew kazdego wierz-
chotka nigdy nie rdzni si¢ o wiecej niz 1. Drzewo znajdujace si¢ po lewej stronie
na rysunku 3.10 nie jest zrdwnowazone, poniewaz lewe poddrzewo korzenia po-
siada glgboko$é 0, natomiast prawe poddrzewo posiada glgbokos¢ 2. Drzewo znaj-
dujace si¢ po prawej stronie jest zréwnowazone.

Zazwyczaj drzewo wyszukiwania binarnego zawiera pozycje, ktdre sa pobierane
zgodnie z warto$ciami kluczy. Naszym celem jest takie zorganizowanie kluczy
w drzewie wyszukiwania binarnego, aby sredni czas zlokalizowania klucza byt
minimalny (patrz podrozdziat A.8.2, gdzie oméwiono problem wartosci $redniej).
Drzewo, ktore jest zorganizowane w ten sposob, jest zwane optymalnym. Nietrudno
zauwazy¢, ze jezeli wszystkie klucze charakteryzuje to samo prawdopodobien-
stwo zostania kluczem wyszukiwania (ang. search key), to drzewo znajdujace si¢ po
prawej stronie rysunku 3.10 jest optymalne. JesteSmy zainteresowani przypadkiem,
gdy klucze nie charakteryzuja si¢ tym samym prawdopodobienstwem. Przyktadem
takiego przypadku byloby przeszukanie jednego z drzew z rysunku 3.10 w poszuki-
waniu losowo wybranego imienia mieszkancodw Polski. Imi¢ Tomasz wystgpuje
czesciej niz Urszula, wigc nalezatoby przypisaé mu wigksze prawdopodobienstwo
(W podrozdziale A.8.1 w dodatku A zawarto omdwienie problematyki losowosci).

Omoéwimy przypadek, w ktéorym wiadomo, ze klucz wyszukiwania wystgpuje
w drzewie. Uogolnienie, w przypadku ktérego klucz moze nie wystgpowac w drze-
wie, zostanie blizej zbadane w ¢wiczeniach. W celu zminimalizowania sredniego
czasu wyszukiwania musimy zna¢ zlozonos$¢ czasowa operacji lokalizowania
klucza. Dlatego, zanim przejdziemy dalej, zapiszemy i przeanalizujemy algorytm,
ktéry stuzy do wyszukiwania klucza w drzewie wyszukiwania binarnego. Algo-
rytm wykorzystuje nastgpujaca strukture danych:

struct nodetype

{
keytype key:
nodetype* Jeft;
nodetype* right;

s
typedef nodetype* node pointer;

Deklaracja ta oznacza, ze zmienna typu node pointer jest wskaznikiem do rekordu
typu nodetype. Oznacza to, ze jej wartoscia jest adres pamigci takiego rekordu.
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Algorytm 3.8.

Przeszukiwanie drzewa binarnego

Problem: okresl wierzchotek zawierajacy klucz w drzewie wyszukiwania binarnego.
Zaktada sig, ze klucz wystepuje w drzewie.

Dane wejsciowe: wskaznik free do drzewa wyszukiwania binarnego oraz klucz
keyin.

Dane wyjsciowe: wskaznik p do wierzcholka zawierajacego klucz.

void search (node_pointer tree,
keytype keyin,
node pointer& p)

{

bool found;

p = tree;

found = false;
while (!found)

if (p->key == keyin)

found = true;
else if (keyin < p->key)

p = p->left; // PrzejScie do lewego potomka.
else

p = p->right; // Przejscie do prawego potomka.

Liczba poréwnan wykonywanych przez procedurg search w celu zlokalizowania
klucza nosi nazwe czasu wyszukiwania (ang. search time). Naszym celem jest okre-
Slenie drzewa, dla ktérego $redni czas wyszukiwania jest najmniejszy. Zgodnie
z dyskusja zawarta w podrozdziale 1.2 zaktadamy, ze poréwnania sa implemen-
towane w sposob wydajny. Przy tym zatozeniu w kazdym przebiegu petli while
wykonywane jest tylko jedno poréownanie. Stad czas wyszukiwania danego klucza
wynosi

depth(key)+1

gdzie depth(key) jest glgbokoscia wierzchotka zawierajacego klucz. Przyktadowo,
ze wzgledu na fakt, ze glgbokos¢ klucza zawierajacego wartos¢ Urszula wynosi
2 w lewym poddrzewie na rysunku 3.10, czas wyszukiwania klucza Urszula wynosi

depth(Urszula)+1=2+1=3
Niech Keyy, Key, ..., Key, beda n uporzadkowanymi kluczami oraz niech p; bedzie
prawdopodobienstwem tego, ze Key; jest kluczem wyszukiwania. Jezeli ¢; ozna-

cza liczbg poréwnan koniecznych do znalezienia klucza Key; w danym drzewie,
to $redni czas wyszukiwania dla tego drzewa wynosi

n
Zlc/p,-

Jest to wartos¢, ktora chcemy zminimalizowac.
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Przyktad 3.7. Rysunek 3.11 przedstawia pig¢ roznych drzew dla n = 3. Faktyczne wartosci kluczy
nie sq istotne. Jedynym wymaganiem jest to, aby byty one uporzadkowane. Jezeli

p,=07 p,=02 oraz p, =01
to $rednie czasy wyszukiwania dla drzew z rysunku 3.11 wynosza:
1. 3(0,7)+2(0,2)+1(0,1) = 2,6
2. 2(0,7)+3(0,2)+1(0,1) = 2,1
3. 2(0,7)+1(0,2)+2(0,1)= 1,8
4. 1(0,7)+3(0,2)+2(0,1) = 1,5
5. 1(0,7)+2(0,2)+3(0,1) = 1,4

Rysunek 3.11. 1 2 3
Mozliwe drzewa

wyszukiwania

binarnego

dla przypadku

trzech kluczy a a a a

Piate drzewo jest optymalne.

Ogolnie rzecz biorac, nie mozemy znalez¢ optymalnego drzewa wyszukiwania
binarnego poprzez rozpatrzenie wszystkich drzew wyszukiwania binarnego, gdyz
liczba takich drzew jest co najmniej wyktadnicza w stosunku do #n. Udowodnimy
to wykazujac, ze jezeli tylko rozwazymy wszystkie drzewa wyszukiwania binar-
nego o glebokosci n—1, otrzymamy wyktadnicza liczbe drzew. W drzewie wy-
szukiwania binarnego o glebokosci n—1 pojedynczy wierzchotek na kazdym z n—1
poziomdw (oprocz korzenia) moze znajdowaé albo na lewo, albo na prawo od
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Przyktad 3.8.

Rysunek 3.12.

swojego rodzica, co oznacza, ze istnieja dwie mozliwosci na kazdym z tych po-
ziomow. To oznacza, ze liczba roznych drzew wyszukiwania binarnego o glebo-
kosci n—1 wynosi 2"

Wykorzystamy programowanie dynamiczne do opracowania bardziej wydajnego
algorytmu. Zatézmy, ze klucze od Key; do Key; sa ulozone w drzewie, ktére mi-
nimalizuje

J

D, p,

m=i

gdzie ¢, jest liczba porownan, wymaganych do zlokalizowania klucza Key,,
w drzewie. Takie drzewo bedziemy nazywaé optymalnym dla tych kluczy. War-
tos¢ optymalng bedziemy oznaczaé przez A[i][j]. Ze wzgledu na fakt, ze zlokali-
zowanie klucza w drzewie zawierajacym jeden klucz wymaga jednego poréwna-

nia, A[#][i] = p:.

Zalézmy, ze mamy trzy klucze oraz prawdopodobienstwa okreslone w przykta-
dzie 3.7, to znaczy:

p, =07 p,=02 oraz p,=0,1

W celu okre$lenia A[2][3] musimy rozwazy¢ dwa drzewa z rysunku 3.12. Dla
tych dwoch drzew otrzymujemy:

1. 1(p)*+2(p3) = 1(0,2)+2(0,1)= 0,4

2. 2(py)*+1(p3) =2(0,2)+1(0,1) = 0,5

1 2

Drzewa wyszukiwania
binarnego utworzone
z kluczy Key, oraz Key;

Pierwsze drzewo jest optymalne i

A[2][3]=0,4

Nalezy zauwazy¢, ze drzewo optymalne otrzymane w przyktadzie 3.8 stanowi prawe
poddrzewo korzenia drzewa optymalnego, otrzymanego w przyktadzie 3.7. Nawet
gdyby nie bylo ono doktadnie takie samo, jak prawe poddrzewo, zwigzany z nim
$redni czas wyszukiwania musiatby by¢ taki sam. W przeciwnym wypadku mo-
glibySmy zastapi¢ drzewem optymalnym z przyktadu 3.8 wspomniane prawe pod-
drzewo z przyktadu 3.7, otrzymujac w wyniku drzewo o krotszym srednim czasie
wyszukiwania. Ogolnie rzecz biorac, dowolne poddrzewo drzewa optymalnego
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w

Rysunek 3.13.
Optymalne drzewo
wyszukiwania
binarnego przy
zalozeniu, ze klucz
Key, jest korzeniem

musi by¢ optymalne dla kluczy w tym poddrzewie. Zatem zachowana zostaje za-
sada optymalnosci.

Niech drzewo 1 bedzie drzewem optymalnym przy uwzglednieniu ograniczenia
mdwiacego o tym, ze klucz Key; znajduje si¢ w korzeniu, drzewo 2 niech bedzie
drzewem optymalnym przy uwzglednieniu ograniczenia méwiacego o tym, ze klucz
Key, znajduje si¢ w korzeniu, ..., niech drzewo » bedzie drzewem optymalnym
przy uwzglednieniu ograniczenia méwiacego o tym, ze klucz Key, znajduje sie
w korzeniu. Dla 1 < k < n poddrzewa drzewa k musza by¢ optymalne, a wigc
$rednie czasy wyszukiwania w tych poddrzewach sa zgodne z tym, co przedsta-
wiono na rysunku 3.13. Rysunek ten pokazuje rowniez, ze dla kazdego m # k
wymagana jest doktadnie o jeden wigksza liczba poréwnan w celu zlokalizowania
klucza Key,, w drzewie k niz w celu zlokalizowania tego klucza w poddrzewie,
w ktdérym si¢ on znajduje (dodatkowe poréwnanie jest zwigzane z korzeniem). Owo
dodatkowe poréwnanie dodaje 1xp,, do sredniego czasu wyszukiwania klucza Key,,
w drzewie k. OkresliliSmy, ze Sredni czas wyszukiwania dla drzewa k wynosi:

ANE-1] + p+epy, +  p 4 A+ + pegten,
—_— [ —7 e~ —_—
Sredni czas Dodatkowy czas zwiazany Sredni czas Sredni czas Dodatkowy czas zwiazany

lewym poddrzewie ~ z poréwnaniem w korzeniu  wyszukania korzenia ~ w prawym poddrzewie ~ z poréwnaniem w korzeniu

€O jest rownowazne:

A[l][k — 11+ Alk +1][n] + Zp

m=1

Dla kazdego klucza
wystepuje jedno dodatkowe
poréwnanie w korzeniu

Sredni czas
wyszukiwania

w tym poddrzewie
wynosi Ak + 1][n]

Sredni czas
wyszukiwania

w tym poddrzewie
wynosi A[1][k — 1]

Ze wzgledu na fakt, ze jedno z k drzew musi by¢ optymalne, $redni czas wyszu-
kiwania optymalnego drzewa okre$la zalezno$é:

A[1][n] = minimum(A[1][k — 1]+ A[k +1][n]) + ipm

1<k<n m=1

gdzie A[1][0] i A[nt1][n] sa z definicji rowne 0. Chociaz suma prawdopodo-
bienstw w ostatnim wyrazeniu wynosi bez watpienia 1, zapisaliSmy ja jako sume,
poniewaz teraz chcemy uogolni¢ rezultat. W powyzszej dyskusji nie ma nic, co
wymagaloby, aby klucze mialy wartosci od Key, do Key,. Oznacza to, ze dyskusja
odnosi si¢ ogolnie do kluczy od Key; do Key;, gdzie i <j. W ten sposob otrzymujemy:
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AN/ = minimum(A[i][k = 1]+ Alk + 00D+ > . P, i<j

i<k<j
AL = p, (3.6)
A[i][i —1] oraz A[j +1][j] sa z definicji réwne 0

Wykorzystujac zaleznosci 3.6 mozemy zapisa¢ algorytm stuzacy do okreslania
optymalnego drzewa wyszukiwania binarnego. Ze wzgledu na fakt, ze wartos¢
A[7][/] jest obliczana na podstawie elementéw z i-tego wiersza, ale na lewo od
elementu A[{][j] oraz na podstawie elementéow z j-tej kolumny, ale ponizej ele-
mentu A[7][j], kontynuujemy dziatania, obliczajac po kolei wartosci na kazdej
przekatnej (podobnie, jak miato to miejsce w przypadku algorytmu 3.6). Po-
szczegoblne etapy algorytmu sa tak podobne do zawartych w algorytmie 3.6, ze
nie zamiescimy przyktadu ilustrujacego wykonywane operacje. Zamiast tego po-
damy po prostu algorytm, po ktorym zostanie przedstawiony obszerny przyktad,
prezentujacy rezultaty jego zastosowania. Tablica R utworzona przez algorytm
zawiera indeksy kluczy wybranych dla korzenia w kazdym etapie. Przyktadowo,
R[1][2] jest indeksem klucza znajdujacego si¢ w korzeniu drzewa optymalnego,
zawierajacego pierwsze dwa klucze, natomiast R[2][4] jest indeksem klucza znajdu-
jacego si¢ w korzeniu drzewa optymalnego zawierajacego drugi, trzeci i czwarty
klucz. Po przeanalizowaniu algorytmu omdéwimy sposob budowania drzewa opty-
malnego na podstawie tablicy R.

Algorytm 3.9.

Optymalne drzewo przeszukiwania binarnego

Problem: okresl optymalne drzewo wyszukiwania binarnego dla zbioru kluczy,
z ktorych kazdy posiada przypisane odpowiednie prawdopodobienstwo zostania
kluczem wyszukiwania.

Dane wejsciowe: 7, liczba kluczy, oraz tablica liczb rzeczywistych p indeksowana
od 1 do n, gdzie p[i] jest prawdopodobienstwem wyszukiwania i-tego klucza.

Dane wyjsciowe: zmienna minavg, ktorej wartoscia jest sredni czas wyszukiwania
optymalnego drzewa wyszukiwania binarnego oraz dwuwymiarowa tablica R, na
podstawie ktdrej mozna skonstruowaé drzewo optymalne. R posiada wiersze in-
deksowane od 1 do #+1 oraz kolumny indeksowane od 0 do n. R[7][/] jest indeksem
klucza znajdujacego si¢ w korzeniu drzewa optymalnego, zawierajacego klucze
od i-tego do j-tego.

void optsearch (int n,

{

const float p[],
float& minavg,
index R[I[1)

index 7, J, k, diagonal;
float A[1..n+11[0..n1;

for (7 =

1;
ALTI0T -

i <=n; 7++) {
11 =0;

AL7I07] = pli):
RLTI07] = 7;



Rozdziat 3. ¢ Programowanie dynamiczne 143

RC7I07 - 11 = 0;
1
Aln+1]1[n] = 0;
Aln+1]1[n] = 0;
for (diagonal = 1; diagonal <= n - 1; diagonal++)
for (i = 1; 7 <=n - diagonal; i++) { // Przekatna 1 znajduje sie

// tuz nad gtdwng przekatna.
Jj = i+diagonal;
Jj
ALi1LJ] = minimum (AL7]LK - 1]+A[/<+l][J])+me ;
i<k<j o

R[71[J] = wartos¢ k, ktora data minimum;

minavg = A[11[n];

ZiozonoS¢ czasowa w kazdym przypadku

Analiza (optymalne drzewo wyszukiwania binarnego)

algorytmu

Operacja podstawowa: instrukcje wykonywane dla kazdej wartosci . W ich sktad
wchodzi poréwnanie sprawdzajace wystepowanie wartosci minimalnej. Warto$¢ sumy

J
D" p, nie musi by¢ obliczana za kazdym razem od poczatku. W ¢wiczeniach Czy-

m=i

telnik zostanie poproszony o znalezienie wydajnego sposobu obliczania tych sum.
Rozmiar danych wejsciowych: 7, liczba kluczy.

Sterowanie tym algorytmem jest niemal identyczne, jak w przypadku algorytmu 3.6.
Jedyna roznica polega na tym, ze dla danych warto$ci diagonal oraz i operacja
podstawowa jest wykonywana diagonal+1 razy. Analiza, podobna jak w przy-
padku algorytmu 3.6, pozwala okresli¢, ze:

_ nn—1)(n+4)

. e O(n’)

T(n)

Ponizszy algorytm konstruuje drzewo binarne na podstawie tablicy R. Nalezy
przypomnieé, ze tablica R zawiera indeksy kluczy wybranych w kazdym etapie
jako korzenie.

Algorytm 3.10. Budowa optymalnego drzewa przeszukiwania binarnego

Problem: zbuduj optymalne drzewo wyszukiwania binarnego.

Dane wejsciowe: 7, liczba kluczy, tablica Key, zawierajaca n uporzadkowanych
kluczy oraz tablica R, utworzona przez algorytm 3.9. R[i][/] jest indeksem klucza
w korzeniu drzewa optymalnego, zawierajacego klucze od i-tego do j-tego.

Dane wyjsciowe: wskaznik tree do optymalnego drzewa wyszukiwania binarnego,
zawierajacego n kluczy.
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node_pointer tree (index 7, j)

{

index k;

node pointer p;

k = RLIILJT:
if (k=10)
return NULL;

else

p = new nodetype;
p -> key = Key[k];
p -> left = tree(i, kK - 1);
p -> right = tree(k+l, j);

return p;

Przyktad 3.9.

Instrukcja p = new nodetype tworzy nowy wierzchotek i umieszcza jego adres w p.
Zgodnie z przyjetymi konwencjami zapisu algorytmoéw rekurencyjnych parame-
try n, Key oraz R nie sg danymi wejsciowymi funkcji tree. Gdyby algorytm za-
implementowano definiujac n, Key oraz R globalnie, wskaznik root do korzenia
optymalnego drzewa wyszukiwania binarnego bylby otrzymywany poprzez wywo-
fanie funkcji free w nastepujacy sposob:

root = tree(l, n);

Nie zilustrowalismy dziatan wykonywanych przez algorytm 3.9, poniewaz sg one
podobne, jak w przypadku algorytmu 3.6 (minimalna liczba operacji mnozenia).
Podobnie i tym razem nie bedziemy ilustrowaé dziatan wykonywanych przez al-
gorytm 3.10, poniewaz jest on podobny do algorytmu 3.7 (wyswietlenie kolejnosci
optymalnej). Zamiast tego przedstawimy obszerny przyklad, obrazujacy wyniki
zastosowania algorytmow 3.9 oraz 3.10.

Zatdézmy, ze mamy nastgpujace wartosci w tablicy Key:

Damian Izabela Rudolf Waldemar
Key[1] Key[2] Key[3] Key[4]

oraz
3

p|:8 b, =

3,1 1
P, 3 Ps 3 3
Tablice 4 oraz R utworzone przez algorytm 3.9 przedstawiono na rysunku 3.14,
natomiast drzewo utworzone przez algorytm 3.10 przedstawiono na rysunku 3.15.

Minimalny $redni czas wyszukiwania wynosi 7/4.

Nalezy zauwazy¢, ze R[1][2] moze by¢ réwne 1 lub 2. Wynika to z faktu, ze ktd-
ry$ z tych indeksow moze by¢ indeksem korzenia w drzewie optymalnym, zawie-
rajacym tylko pierwsze dwa klucze. Stad oba te indeksy daja minimalng warto$¢
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w przypadku uzycia go
wobec realizacji problemu

Rysunek 3.14. 1.2 3 4
Tablice A oraz R utworzone 1 FRFT
przez algorytm 3.9 0 2

5

0

z przyktadu 3.9

Rysunek 3.15.

Drzewo utworzone

w przypadku zastosowania
algorytmow 3.9 oraz 3.10
wobec realizacji problemu

z przyktadu 3.9

O o~ ol of

O w ol = aN| O

a A O N

Izabela

A[1][2] w algorytmie 3.9, co oznacza, ze dowolny z nich moze zosta¢ wybrany
jako R[1][2].

Przedstawiony algorytm okreslania optymalnego drzewa wyszukiwania binarnego
pochodzi z pracy Gilberta i Moore’a (1959). Algorytm @(r°) mozna otrzymac z me-
tody przyspieszajacej programowania dynamicznego autorstwa Yao (1982).

3.6. Problem komiwojazera

Zalozmy, ze komiwojazer planuje podréz w interesach. Podréz ta uwzglednia odwie-
dzenie 20 miast. Kazde miasto jest potaczone z niektérymi innymi miastami za
pomoca drég. W celu zminimalizowania czasu podrozy chcemy okresli¢ najkrotsza
trasg, ktora rozpoczyna si¢ w rodzinnym miescie komiwojazera, przebiega przez
wszystkie miasta raz i konczy si¢ w punkcie startu. Problem okreslania najkrot-
szej trasy nosi nazwe¢ problemu komiwojazera.

Realizacja tego problemu moze by¢ reprezentowana przez graf wazony, w ktorym
kazdy wierzchotek reprezentuje miasto. Podobnie jak w podrozdziale 3.2 uogol-
niamy problem, tak aby uwzgledni¢ przypadek, w ktérym waga (odleglos¢) zwiazana
z jednym kierunkiem polaczenia dwoch wierzchotkéw moze byé rézna niz w przy-
padku drugiego kierunku. Ponownie przyjmujemy, ze wagi maja wartosci nieujemne.
Na rysunkach 3.2 oraz 3.16 przedstawiono takie grafy wazone. Trasa (ang. tour),
okreslana réwniez mianem drogi Hamiltona (ang. Hamiltonian circuit), w grafie
skierowanym jest droga wiodaca z wierzchotka do niego samego, przechodzaca
przez wszystkie inne wierzchotki doktadnie raz. Optymalna trasa (ang. optimal
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Rysunek 3.16.
Optymalna trasa
ma postac:

[Vi V3 vs va, V]

tour) w wazonym grafie skierowanym jest taka droga, ktora posiada najmniejsza
dhugos¢. Problem komiwojazera polega na znalezieniu optymalnej trasy w wazo-
nym grafie skierowanym, kiedy istnieje przynajmniej jedna trasa. Ze wzgledu na
fakt, ze wierzcholek poczatkowy nie ma wptywu na dlugosé optymalnej trasy,
jako wierzchotek poczatkowy bedziemy traktowaé wierzchotek v,. Ponizej przed-
stawiono trzy trasy i ich dtugosci dla grafu z rysunku 3.16:

lenglh[vI Va0V VW, ] =22
length[vI Vi Vy, V00 ] =26
length[vl,vz,v“vz,vl]: 21

Ostatnia trasa jest optymalna. Realizacj¢ problemu rozwiazali$§my, rozwazajac po
prostu wszystkie mozliwe trasy. W ogdlnym przypadku moze istnie¢ krawedz taczaca
kazdy wierzchotek z kazdym innym wierzcholtkiem. Jezeli rozwazymy wszystkie
mozliwe trasy, drugi wierzchotek na trasie moze by¢ jednym sposrod n—1 wierz-
chotkow, trzeci wierzchotek — jednym sposrdd »—2 wierzchotkow, ..., n-ty wierz-
chotek — ostatnim wierzchotkiem. Stad catkowita liczba tras wynosi

n-D(n-2)---1=(n-1)!
co oznacza wartos$¢ gorsza od wykladnicze;j.

Pojawia si¢ pytanie, czy mozna do tego problemu zastosowaé programowanie dy-
namiczne. Nalezy zauwazy¢, ze jezeli v, jest pierwszym wierzchotkiem po v, na
trasie optymalnej, to droga podrzedna tej trasy, wiodaca z v do v;, musi by¢ naj-
krotsza droga z vy do vy, ktdra przechodzi przez wszystkie pozostate wierzchotki
doktadnie raz. Oznacza to, ze zasada optymalnosci ma zastosowanie i mozemy wy-
korzysta¢ programowanie dynamiczne. W tym celu bedziemy reprezentowaé graf
przez macierz przylegtosci W, podobnie jak mialo to miejsce w podrozdziale 3.2.
Na rysunku 3.17 przedstawiono macierz przylegtosci, reprezentujaca graf z ry-
sunku 3.16. Niech

V' = zbidr wszystkich wierzchotkow
A = podzbidr zbioru V

D[v;][A] = dlugos¢ najkrotszej drogi z v; do v; przechodzacej
przez kazdy wierzchotek w 4 doktadnie raz
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Rysunek 3.17.

Macierz przyleglosci W,
reprezentujqca graf

z rysunku 3.16

Przyktad 3.10.

Przyktad 3.11.

Dla grafu z rysunku 3.16
V= {Vl,vz,v3,v4}

Nalezy zauwazy¢, ze zapis {vi, v,, V3, v4} Wykorzystuje nawiasy klamrowe w celu
reprezentowania zbioru, gdy zapis [vi, v,, v3, v4] wykorzystuje nawiasy kwadra-
towe w celu reprezentowania drogi. Jezeli 4 = {v;}, to

D[v,[A4] = length[v,,v,,v,]
= o0
Jezeli 4 = {vs, v4}, to

D[v,][A4] = minimum(length(v,,v,,v,,v,1,length[v,,v,,v,,v,])

= minimum(20, ) = 20

Ze wzgledu na fakt, ze zbior V—{v,, v;} zawiera wszystkie wierzcholki oprocz v, oraz
v; 1 ma tu zastosowanie zasada optymalno$ci, mozemy stwierdzi¢, co nastepuje:

Dlugos¢ trasy minimalnej= minimum(W({1][j]1+ D[v; ][V — {v,v;}])

2<j<n

i ogolnie dla i # 1 oraz v; nie nalezacego do 4

Dlv; [ 4] = minimum(W[i][j1+ D[v;1[A—{v;}]) jezeli A #
Jvjed (3.7
Div;1[<21=WIi]1]

Mozemy utworzy¢ algorytm programowania dynamicznego dla problemu komi-
wojazera, korzystajac z zaleznosci 3.7. Jednak najpierw pokazemy, jak algorytm
ten dziala.

Ponizej okreslimy optymalna trasg dla grafu reprezentowanego na rysunku 3.17.
Najpierw bierzemy pod uwage zbior pusty:

Div,][9]=1

Dlv, ][] =0

Dlv,][©]=6
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Nastepnie rozwazamy wszystkie zbiory, zawierajace jeden element:

Dlv, 1[{v, }] = minimumW[3][j1+ Dlv,1[{v,} = {v,}])
=W[3I[2]+ D, |[@]=7+1=8

Podobnie:
Dv,][{v,}]=3+1=4
D[v,][{v;}]=6+0 =00
Dy, ][{vi}] =0+ =00
Dv,][{v,}]=4+6=10
Dv,][{v,})]=8+6=14

Nastepnie rozwazamy wszystkie zbiory, zawierajace dwa elementy:

Div, I[{v,,v3 11 = minimum(W{41[j]1+ D[v, 1[{v,,vs} = {v;}])

Jvjelva )
= minimum(W[4][2]+ D[v,][{v;}1,W[4][3]+ D[v;]1[{v,}])

= minimum(3 + 0,00 + §) =

Podobnie:
D, 1[{v,,v,}]1= minimum(7 +10,8 + 4) =12
D, 1[{v,, v, }]1= minimum(6 + 14, 4 + c0) =20

W koncu obliczamy dtugo$é optymalne;j trasy:

DI 1[4y, v5,v43] = minimum W11+ DIy, 1T1{,.v5,v,3 = 0,31
Jvj€{va,vsvg}
= minimum(W{1[2]+ Dy, [ vy, v},
W31+ DLy 1[4v,,v4i1s
WA+ DIy, ][{v,,v53])
= minimum(2 + 20,9+ 12,0 + o) = 21

Ponizej przedstawiono algorytm programowania dynamicznego dla problemu

komiwojazera.

Algorytm 3.11.

Algorytm programowania dynamicznego dla problemu komiwojazera

Problem: okresl optymalng trase w wazonym grafie skierowanym. Wagi sa licz-

bami nieujemnymi.

Dane wejsciowe: wazony graf skierowany oraz n, liczba wierzchotkéw w grafie.
Graf jest reprezentowany przez dwuwymiarowa tablicg W, ktorej wiersze i kolumny
sa indeksowane od 1 do n. W[i][j] jest waga krawedzi, prowadzacej od wierz-

chotka i-tego do j-tego.
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Dane wyjsciowe: zmienna minlength, ktorej wartoscia jest dtugos¢ optymalnej trasy
oraz dwuwymiarowa tablica P, na podstawie ktdrej mozna skonstruowaé opty-
malna trase. Wiersze tablicy P sa indeksowane od 1 do », za$ jej kolumny sg in-
deksowane przez wszystkie podzbiory zbioru V—{v;}. Element P[{][4] jest indek-
sem pierwszego wierzchotka, znajdujacego si¢ po v; na najkrétszej drodze z v; do vy,
ktéra przechodzi przez wszystkie wierzchotki nalezace do 4 doktadnie raz.

void travel (int n,
const number W[I[],
index P[],
number& minlength)

index 7, J, k;
number D[1..n][podzbidr zbioru V - {vi}];

for (7 =2; 7 <=n; i++)
D112 = WLTI[1];
for (k =1; k <=n - 2; k++)
for (wszystkie podzbiory A < V - {w1} zawierajace k wierzchotkéw)
for (7, takie ze 7 # 1 oraz vi nie nalezy do A) {
DLTILAT = minimum(WL710J1+DLJI[A - {vs}1);

J:rvjieA
PL1][A] = wartos¢ Jj, ktora daje minimum;
1
DLAILV - {v1}] = minimum(WL 1[G I+DLFICY - {vi, vs}1);
2<j<n

PL1ILV - {w1}] = warto$¢ j, ktéra daje minimum;
minlength = DL11[V - {v1}];

Zanim pokazemy, w jaki sposOb mozna otrzymac¢ optymalna tras¢ na podstawie
tablicy P, przeanalizujemy algorytm. Po pierwsze, potrzebne jest nam twierdzenie.

Twierdzenie 3.1

Dla kazdego n > 1

1 n
(1)
k=1 k

Dowdd. Jako ¢wiczenie dla Czytelnika pozostawiono wykazanie, ze:

-4

Stad:
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Ostatnie roéwnanie otrzymano dzieki wykorzystaniu wyniku z przyktadu A.10
z dodatku A.

Analiza
algorytmu
3.11.

Ponizej przedstawiono analiz¢ algorytmu 3.11.

ZtozonoS¢ czasowa i przestrzenna w kazdym przypadku
(algorytm programowania dynamicznego dla problemu komiwojazera)

Operacja podstawowa: czas wykonania pierwszej i ostatniej petli mozna pominac
w pordwnaniu z czasem wykonania petli srodkowej, poniewaz zawiera ona rdzne
poziomy zagniezdzenia. Stad jako operacje podstawowa bedziemy traktowac in-
strukcje wykonywane dla kazdej wartosci v;. Nalezy do nich instrukcja dodawania.

Rozmiar danych wejSciowych: n, liczba wierzchotkow w grafie.
Dla kazdego zbioru A zawierajacego k wierzchotkow musimy rozpatrzy¢ n—1-k

wierzcholkow, a dla kazdego z tych wierzchotkdéw operacja podstawowa jest wyko-
nywana k razy. Liczba podzbioréw A zbioru V—{v,}, zawierajacych k wierzchot-

kéw, wynosi ”: , wiec catkowita liczbe powtorzen operacji podstawowej okresla

zaleznos¢:

T(n) = kz:(n - k)k(n; 1] (3.8)

1kn—l_ ln—2
(n—1-k) i =(n-1) i

Podstawiajac to rownanie do réwnania 3.8 otrzymujemy:

Nietrudno wykazaé, ze:

2 (n=2
T(n)z(n—l)Zk( ]
e k
Ostatecznie, stosujac twierdzenie 3.1, otrzymujemy:
T(n) = (n—1)(n-2)2"" € O(n*2")

Ze wzgledu na fakt, ze algorytm uzywa réwniez duzej ilosci pamigci, przeanalizu-
jemy takze jego ztozonos$¢ pamigciowa, ktora okreslimy symbolem M(7). Pamigé
uzyta do przechowania tablic D[v;][4] oraz P[v;][4] stanowi oczywiscie gldwny
sktadnik poziomu zajgtosci pamieci. Okreslimy wigce rozmiar tych tablic. Ze wzgledu
na fakt, ze zbiér V—{v,} zawiera n—1 wierzchotkow, mozemy zastosowaé¢ wyniki
otrzymane w przyktadzie A.10 w dodatku A, stwierdzajac, ze posiada on 2"
podzbioréw A. Pierwszy indeks tablic D i P nalezy do zakresu od 1 do ». Stad:

M(n)=2xn2""'=n2" @(n2")
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Przyktad 3.12.

W tym momencie Czytelnik moze si¢ zastanawia¢, co osiagneliSmy, skoro nasz
algorytm jest rzedu ©(r*2"). Ponizszy przyktad pokazuje jednak, ze nawet algorytm
o ztozonosci na takim poziomie moze by¢ niekiedy przydatny.

Rudolf' i Natalia wspdtzawodnicza o t¢ sama posadg sprzedawcy. Szef powiedzial im
w piatek, ze ta osoba, ktora od poniedziatku szybciej odbedzie podréz po catym
rewirze, na ktorego obszarze lezy 20 miast, zdobedzie posade. Na obszarze rewi-
ru znajduje si¢ biuro gtowne, do ktérego nalezy powroci¢ po odwiedzeniu innych
miejscowosci. Z kazdego miasta istnieje droga do kazdego innego miasta. Rudolf
stwierdzit, ze ma caly weekend na opracowanie trasy, wiec postanowit po prostu
uruchomi¢ na swoim komputerze algorytm sitowy, ktory rozpatrzytby wszystkie
(20-1)! tras. Natalia przypomniata sobie algorytm programowania dynamiczne-
go, ktory poznata na zajeciach z algorytmiki. Stwierdzajac, ze musi wykorzystaé
kazda nadarzajaca si¢ okazje¢, uruchomita ten algorytm na swoim komputerze.
Zaktadajac, ze czas przetworzenia operacji podstawowej przez algorytm Natalii
wynosi 1 mikrosekundg oraz ze ten sam czas zajmuje algorytmowi Rudolfa obli-
czenie dtugosci jednej trasy, czas wykonania kazdego z algorytmow wynosi:

Algorytm sitowy: 19! us = 3857 lat.
Algorytm programowania dynamicznego: (20—1)(20-2)2*"" us = 45 sekund.
Jak wida¢, nawet algorytm rzedu ©(n*2") moze okazaé sie przydatny w sytuacji,

gdy alternatywa jest algorytm rzedu silnia. Pamigé uzywana przez algorytm pro-
gramowania dynamicznego w tym przyktadzie ma rozmiar

20x 2% =20971520 elementéw macierzy.

Cho¢ jest to dos¢ duza liczba, z pewnoscia nie przekracza wartosci oferowanej przez
wspotczesne standardy.

Uzycie algorytmu rzedu ©(#’2") w celu znalezienia optymalnej trasy jest prak-
tyczne jedynie dla matych wartosci n. Gdyby na przyktad chodzito o 60 miast,
wykonanie algorytmu zaj¢toby wiele lat.

Ponizej oméwimy sposéb okreslania optymalnej trasy na podstawie tablicy P. Nie
podamy algorytmu, a jedynie zilustrujemy sposob postgpowania. Elementy tabli-
cy P, wymagane do okreslenia optymalnej trasy dla grafu reprezentowanego na
rysunku 3.16, to:

PLAv,,v;,v, 31 PB{v,, v} Pl4,{v,}]
Optymalna trase otrzymujemy w nastgpujacy sposob:
Indeks pierwszego wierzchotka = P[1][{v,,v5,v4}]=3
Indeks drugiego wierzchotka = P[3][{v,,v,}]=4

Indeks trzeciego wierzchotka = P[4][{v,}]=2
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Optymalna trasa ma zatem postac:

Jak dotad nikomu nie udato si¢ opracowac takiego algorytmu dla problemu komi-
wojazera, ktorego ztozono$¢ w najgorszym przypadku bytaby lepsza niz wyktad-
nicza. Jednakze nikt rowniez nie udowodnil, ze taki algorytm nie istnieje. Pro-
blem ten nalezy do szerokiej klasy blisko ze soba zwiazanych probleméw, ktore

[vl’v35v4’v2’vl]

dziela t¢ wlasciwo$¢. Sa one tematem rozdziatu 9.

Cwiczenia

Podrozdziat 3.

1.
2.

1

Wyprowadz réwnanie 3.1, podane w tym podrozdziale.

Uzyj dowodu indukcyjnego wzgledem n w celu wykazania, ze algorytm typu
dziel i zwyciezaj dla wspdtczynnika dwumianowego (algorytm 3.1), oparty na

réwnaniu 3.1, oblicza 2(:) —1 skfadnikéw w celu okreslenia wartosci [ZJ .

. Zaimplementuj oba algorytmy rozwiazania problemu wspdiczynnika

dwumianowego (algorytm 3.1 oraz 3.2) w swoim systemie i przeanalizuj
ich wydajno$¢ przy uzyciu réznych realizacji problemu.

. Zmodyfikuj algorytm 3.2 (wspotczynnik dwumianowy przy uzyciu

programowania dynamicznego), tak aby wykorzystywat tylko tablice
jednowymiarowa, indeksowang od 0 do k.

Podrozdziat 3.2

5.

Uzyj algorytmu Floyda dla problemu najkrétszych drég 2 (algorytm 3.4)
w celu skonstruowania macierzy D, ktora bedzie zawieraé¢ dlugosci
najkrotszych drog, oraz macierzy P, ktdra bedzie zawieraé najwyzsze
indeksy wierzchotkéw posrednich, nalezacych do najkrétszych drog

dla ponizszego grafu. Przedstaw wykonywane dziatania krok po kroku.

2
10 Ve 1
19 8l |5
10
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6. Uzyj algorytmu wyswietlania najkrotszej drogi (algorytm 3.5) w celu
znalezienia najkrotszej drogi z wierzchotka v; do wierzchotka v;
w grafie z ¢wiczenia 5, wykorzystujac macierz P, okreslona w tym
¢wiczeniu. Przedstaw wykonywane dziatania krok po kroku.

7. Przeanalizuj algorytm wys$wietlania najkrdtszej drogi (algorytm 3.5)
i wykaz, ze charakteryzuje go liniowa ztozonos¢ czasowa.

8. Zaimplementuj algorytm Floyda dla problemu najkrétszych drog
2 (algorytm 3.4) w swoim systemie i przeanalizuj jego wydajnosé,
uzywajac réznych grafow.

9. Czy algorytm Floyda dla problemu najkrétszych drog 2 (algorytm 3.4)
mozna tak zmodyfikowa¢, aby dawal w wyniku najkrétsza droge z danego
wierzchotka do innego okre$lonego wierzchotka w grafie? Uzasadnij
swoja odpowiedz.

10. Czy algorytm Floyda dla problemu najkrotszych drog 2 (algorytm 3.4)
moze by¢ uzywany do znajdowania najkrétszych drog w grafie
zawierajacym ujemne wartosci wag? Uzasadnij swoja odpowiedz.

Podrozdziat 3.3

11. Znajdz problem optymalizacji, w przypadku ktorego zasada optymalnos$ci
nie ma zastosowania, a stad rozwigzanie optymalne nie moze zostaé
otrzymane przy uzyciu programowania dynamicznego. Uzasadnij swoja
odpowiedz.

Podrozdziat 3.4

12. Znajdz optymalna kolejno$¢ oraz koszt obliczenia iloczynu macierzy
A1xXAry*x A3} A4x As, gdzie

ma rozmiar (10 x 4)

, marozmiar (4x5)
ma rozmiar (5 x 20)

, marozmiar (20 x 2)

N A A A

, ma rozmiar (2 x 50)

13. Zaimplementuj algorytm minimalnej liczby operacji mnozenia (algorytm 3.6)
oraz algorytm wyswietlania optymalnej kolejnosci (algorytm 3.7) w swoim
systemie i przeanalizuj ich wydajno$¢, uzywajac roznych realizacji problemu.

14. Pokaz, ze algorytm typu dziel i zwyciezaj, oparty na rOwnaniu 3.5,
charakteryzuje wykladnicza ztozono$¢ czasowa.

15. Wyprowadz rdwnanie:

$ 1 diagonat) diagonaf] ==+

diagonal=1 6
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16.
17.

18.

Podrozdziat 3.

19.

20.

21.

22.

23.

24,

25,

Jest ono wykorzystywane w analizie ztozonosci czasowej w kazdym
przypadku algorytmu 3.6.

Pokaz, ze w celu pelnego opatrzenia nawiasami wyrazenia zawierajacego
n macierzy potrzebnych jest n—1 par nawiasow.

Przeanalizuj algorytm 3.7 i pokaz, ze charakteryzuje go liniowa ztozono$¢
czasowa.

Zapisz wydajny algorytm, ktéry znajduje optymalna kolejno§¢ mnozenia
n macierzy A,x4,%...xA4,, gdzie rozmiary kazdej macierzy wynosza 1x1,
1xd, dx1 lub dxd dla pewnej dodatniej liczby catkowitej d. Przeanalizuj
swoj algorytm i przedstaw wyniki, uzywajac notacji rzedu.

5

Ile roznych drzewa wyszukiwania binarnego mozna skonstruowac
przy uzyciu szesciu réznych kluczy?

Utworz optymalne drzewo wyszukiwania binarnego dla nastepujacych
elementow, ktorych prawdopodobienstwa wystapienia podano w nawiasach:
CASE (0,05), ELSE (0,15), END (0,05), IF (0,35), OF (0,05), THEN (0,35).

Znajdz wydajny sposob obliczania sumy Z p,, » ktora jest uzywana

m=i

w algorytmie optymalnego drzewa wyszukiwania binarnego (algorytm 3.9).

Zaimplementuj algorytm optymalnego drzewa wyszukiwania binarnego
(algorytm 3.9) oraz algorytm budowania optymalnego drzewa wyszukiwania
binarnego (algorytm 3.10) w swoim systemie i przeanalizuj ich wydajnos¢,
uzywajac roznych realizacji problemu.

Przeanalizuj algorytm 3.10 i przedstaw jego ztozono$¢ czasowa przy uzyciu
notacji rzedu.

Uogolnij algorytm wyszukiwania optymalnego drzewa binarnego
(algorytm 3.9), tak aby uwzgledni¢ przypadek, w ktorym klucz wyszukiwania
moze nie wystgpowa¢ w drzewie. Oznacza to, ze nalezy przyjac gq;, gdzie
i=0,1,2, ..., n1ijest prawdopodobienstwem tego, ze brakujacy klucz
mozna umiejscowi¢ migdzy kluczami Key; a Key;,,. Przeanalizuj swoja
uogdlniong wersje algorytmu i przedstaw wyniki, uzywajac notacji rzgdu.

Pokaz, ze algorytm typu dziel i zwyciezaj oparty na rGwnaniu 3.6
charakteryzuje wyktadnicza ztozonos$¢ czasowa.

Podrozdziat 3.6

26.

Znajdz optymalna tras¢ dla wazonego grafu skierowanego, reprezentowanego
przez ponizsza macierz W. Przedstaw wykonywane dziatania krok po kroku.
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0 8 13 18 20
30 7 8 10
w=4 11 0 10 7
6 6 7 0 11
10 6 2 1 0

27. Zapisz bardziej szczegdtowa wersj¢ algorytmu programowania
dynamicznego dla problemu komiwojazera (algorytm 3.11).

28. Zaimplementuj swoja bardziej szczegdlowa wersje algorytmu 3.11
z ¢wiczenia 27 w swoim systemie i przeanalizuj jego wydajnos$é,
uzywajac kilku realizacji problemu.

Cwiczenia dodatkowe

29. Podobnie jak w przypadku algorytmow obliczajacych n-ty wyraz ciagu
Fibonacciego (patrz ¢wiczenie 34 w rozdziale 1.) rozmiar danych wejSciowych
algorytmu 3.2 (wspotczynnik dwumianowy przy uzyciu programowania
dynamicznego) jest liczba symboli, uzytych do zakodowania liczb n i k.
Przeanalizuyj ten algorytm pod wzgledem rozmiaru jego danych wejsciowych.

30. Okresl liczbg mozliwych kolejnosci mnozenia » macierzy A;xA4,x...xXA4,.

31. Pokaz, ze liczbe drzew wyszukiwania binarnego o n kluczach okresla wzor:

1 (2n
n+ll n

32. Czy mozna opracowaé algorytm optymalnego drzewa wyszukiwania
binarnego (algorytm 3.9), wykonywany w czasie kwadratowym?

33. Wykorzystaj programowanie dynamiczne w celu zapisania algorytmu
znajdujacego maksymalng sum¢ w dowolnej ciagtej licie podrzedne;j
danej listy # liczb rzeczywistych. Przeanalizuj swoj algorytm i przedstaw
rezultaty, uzywajac notacji rzgdu.

34. Rozwazmy dwa ciagi znakéw: S oraz S,. Przyktadowo, moga one miec¢
posta¢ S; = ASCMA*MN oraz S, = AXMC4ANB. Zaktadajac, ze ciag
podrzedny ciagu moze zosta¢ skonstruowany poprzez usuniecie dowolnej
liczby znakow z dowolnych pozycji, wykorzystaj programowanie
dynamiczne w celu utworzenia algorytmu, znajdujacego najdtuzszy
wspdlny ciag podrzedny ciagow S 1 S,. Algorytm ten zwraca wspolny
ciag podrzedny o maksymalnej dtugosci kazdego z ciagdw.



